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प्रताक्व्क्यस्त 


गणित तथा विज्ञान के क्षेत्र में प्रति क्षण हो रही तीव्र प्रगति को ध्यान में 
रखते हुये माध्यमिक शिक्षा बोर्ड, राजस्थान, ने जो गठ वर्ष सेकण्डरी तथा 
इस वर्ष हायर सेकण्डरी स्तर पर प्रगतिशोल पाठ्यक्रम निर्धारित करके उपयुक्त 
समय पर एक सही दिद्या में कदम उठाया है उसके लिए बोर्ड बधाई का पात 
है। प्रस्तुत पुस्तक का उद्देश्य भी गशित के इस नवीन पाठ्यक्रम को हायर 
सेकण्डरी के विद्यार्थियों के स्तर पर प्रस्तुत करना है । 


यह पुस्तक हायर सेकण्डरी की ऐब्छिक गणित के द्वितीय प्रश्न पत्र के 
लिये लिखी गई है । इसे दो खण्डों में विभक्त किया गया है । 


खण्ड (अ) निर्देशवाक ज्यामिति 
खण्ड (व) अवकलन गणित 
पुस्तक में विद्याधियों के बौद्धिक एवं तकंना छ्क्ति के क्रमिक विकास का 
ध्यान रखते हुए विषय को सरल एवं रविकर बनाने का भरसक प्रयत्म किया 
गया है, पुस्तक की भाषा सरल, सुग्राह्म तथा से प्रचछित है। पारिभापिक 
शब्द भारत सरकार के शिक्षा मन्त्रालय द्वारा प्रकाशित विज्ञान शब्दावली-ा 
(964) तपा विज्ञान शब्दावलीना (967) से ही लिये गये हैं स्ंकेताक्षर 
सभी अंग्रेजी में ही रखे गये हैं॥ तथा पारिभाषिक शब्दी के साथ साथ उनके 
अग्रेजी पर्याथवाची द्षब्द भी दिये गये हैं । 


विषय के प्रतिपादद में बोई द्वारा निर्मित उद्देश्यों (0एशव्टां४८5) एक 
विर्धारित पृष्ठ संख्या की मर्यादा का पूर्ण पालद किया गया है । प्रत्येक अध्याय 
में विद्याथियों के ज्ञान ब उसका प्रयोग तथा दक्षता ([पा09॥608०, धफए॥- 
प्वांगा बण्व धाप।) की जाच हेतु वस्तुनिष्ठ (०शुश्रलाए८ ॥99०) प्रश्न भी 
प्रचुर मात्रा में दिये गये है । प्रश्नावलियों में प्रशनो को व्यवस्थित करने में 


ज्ञात से कज्षात की ओर तथा सरलता से कठिनता की ओर जाने का पूर्ण 
प्रयास किया गया है । 


स्थानाभाव होते हुए भी विभिन्न प्रकार के प्रश्नों को दृष्टान्तीय रूप में 
हल किया गया है जिनकी सहायता से प्रइनावलियों में दिये गये प्रदव सहायता 
से हल किये जा सकते हैं। निर्देशांक ज्यामिति में प्रश्नों को हल करने में 
चित्रों का विद्येप महत्व है । अतः वाच्छनीय स्थलों पर चित्रों का प्रयोग पर्यातते 
माना में किया गया है । अवकलन में फलन एवं उनकी सीमा की सूल संकल्प- 
नाओं को बहुत स्पष्ट किया गया है तथा अवकल गुणांक का ज्यामितीय अर्थ, 
स्पष्ट कर उसकी ज्यामिति में महत्वपुर्ण भूमिका दर्शाई गई हैं । 


लेखक अपने परिश्रम पूर्ण प्रयास को सफल तभी मानेंगे जब यह पुस्तक 
विद्यार्थियों के लिए अधिक से अधिक लाभदायक मानी जायेगी । 


पुस्तक को अधिक उपयोगी बनाने के लिये छिक्षकों व पराठकंगणों के 
संकेत और सुझावों का सहष हादिक स्वागत किया जायेगा । 


“घिजया दश्षसी' 
29 सितस्वर, 97 लेखक द्वव 
द्वितीय संस्करण 
बोर्ड के सुझावों का पुर्ण समावेश कर दिया गया है। 
रविवार, 
25 जून, 972 लेखक हय 
तृतीय संस्कररा 


द्वितीय संस्करण की अशुद्धियों का पुर्ण रूप से सुघार कर दिया गया है । 


] मई; 973 लेखक दवय 


खण्ड (अ) 


निर्देशांक ज्यामिति 


(८०-०7४घां॥2६९ 5९606६7५) 


है बिन्दुओं के निर्देशांक 
((6-57त73065 6 79०६5) 


4-0. परिभापषाएँ :- 

समतल निर्देशांक ज्यामिति ( 9876 (०-ण१ंत्र4० 06०04 ) 
ण्यामिति की वह शाखा है जिसमें समतल में स्थित विन्दुओं, रेखाओं तथा बक्ों 
फा अध्ययन किमा जाता है॥ समतल में ल्यित किसी विन्दु की स्थिति को हम 
दो मापषों से व्यक्त करते हैं। इन माप संड्याओं को विन्दु के नियामक या निर्देशांक 
( 0०-००४98९5 ) कहते हैं ॥ बीजगण्ित के सिद्धान्तों के प्रयोग के कारण 
निर्देधांक ज्यामिति को वेंश्लेषिक ज्यामिति ( #03/90॑८व 06०0०7५ ) 
भी कद्टते हैं। यह धाखा समतलल ज्यामिति की अरेक्षा अधिक श्वक्तिशाली व 
उपयोगी सिद्ध हुई है । 


मिरदोश अक्ष (65९४ ०76(००९८४ )--माव लो 20: तथा ४077 


परस्पर लम्ब तथा किसो लम्दाई को दो सरल रेखाएं ्ा रह 
हैं। ये एक दूसरे को 0 बिन्दु पर काटवी हैं। ; 
हू०४5' दांयें से बांयें तथा ४00 ऊपर से नोचे. २६ ठ-आऔ5 
खींची जाती हैं। रेखा ४075” को > का अक्ष अथवा 

अन्‍्यक्ष तथा रेखा ४09" को >का अक्ष अथवा... ह 
>>अक्ष कहते हैं। प्योकि ये दोनों अक्ष अनन्त चित्र | 


छम्बाई की मावी जाती हैं अत: इस तथ्य को हमने चित्रों में इनके सिरों पर तीर 
लगाकर व्यक्त #या है। इन दोनों रेखाओं को एफ साथ निर्देशाक्ष ( 25०5 णै॑ 
गश/६7६07८) अथवा परल्रर बम्क्ोण होते के कारण समकोषाक्ष (8००28 एक 
यड८४) भी कहते हैं। यदि &0%* तथा ४0४? परस्पर हम्ब न हों तो उर््हें 
त्रियंक प्रश्न ( ०0॥6०० 8:८४ ) कहते हैं। किन्तु इस्त पुस्तक में हम इन 
निर्देश कक्षों को सर्वदा परस्पर लम्बास्‍्मक ही मानेंगे । 

पूल बिन्दु ( 0४87 )--निर्देश अक्षों के प्रतिच्छेद बिन्दु 0 को मुल 
बिन्दु कहते हैं । 


५ ] [ खण्ड (अ) निर्देशांक ज्यामिति 


-. नियामक भयवा निद शांक ( 00-00]9व468 )--समतल में स्थित 
किसी बिन्दु ? से 05 पर लम्ब ?/ डालो तथा लम्बाई 0) और ए)र्थ को 
ः- क़मानुसार » तथा 9 से व्यक्त करो। तब >» को बिन्दु ९ का भुज (3050 589) 
तथा > को 9? की कोटि (००४४७॥०) कहते हैं। & तथा » दोनों को मिलाकर 
% के फार्तीवष नि शांकं ((6548॥ ००-०70१7४४(८४) कहते हैं और ४ तथा 
>» को पुथक-पुथक््‌ >-निर्देशांक तथा #-निर्देशांक भी कहते हैं। ऐसे किसी बिन्दु 
# को इसके निर्देशांकों को कोष्टक में रखकर संक्षेप में ( 5, » ) संक्रेत से व्यक्त 
करते हैं । इस प्रकार हम -अक्ष के समान्तर नापी हुई बिन्दुओं की दूरियों को 
मय हेड 23००भ० से पेथा >-अक्ष के समान्तर-नापी हुईं बिन्दुओं की दूरियों को' 
92% 25, से व्यक्त करेगे। | 
यदि हमको किसी बिन्दु की स्थिति ज्ञात हो तो हम सरलता से उसके 
निर्देशांक ज्ञात कर सकते हैं जौर विलोमत: यदि किसी बिन्दु के. निर्देशांक 
(४,)) ज्ञात हों तो हम समतऊ में उस बिन्दु की स्थिति निश्चित कर सकते हैं 
अर्थात्‌ चित्र में उसे अंकित कर सकते हैं। इस प्रकार प्रत्येक निर्देशांक-युग्म 
से केवल एक हो बिन्दु प्राप्त होता है तथा प्रत्येक बिन्दु के संगत एक ही 
निर्देशांक-युग्म प्राप्त होता है। यह निर्देशांकों- की कार्तीय प्रणाली की एक 
विशेषता है । मम 
4.4], ज्ञात व प्रज्ञात निदशांकों के संकेतन---जव किसी बिन्दु के निर्देशांक 
ज्ञात होते हैँ तो वीजगशणित की रूढ़ि के, बनुसार उसके निर्देशांकों को अंग्रेजी 
चर्णमाला के प्रारस्थिक अक्षरों से व्यक्त करते हैं यथा (६, 2), (०, ८) इत्यादि 
ओर यदि बिन्दु के निर्देशांक अज्ञात हों तो उन्हें वर्णमाला के अन्तिम अक्षरों 
बहुधा (3, ») से व्यक्त करते हैँ॥ एक से अधिक भज्ञात्त विन्दुओं के निर्देशांक 
(७0, 2 3 ( 29 28 » ( >ऊ 38 ),»»«आदि माने जाते हैं। 


अतिदेंशांक को इस पद्धति को सर्वप्रथम प्रयोग में लाने वाले गणितज्ञः 
दे-कार्टीज (065०४7४४) के नाम के पीछे इसको कार्तीय पद्धति ( एथ६८७४॥ 
६एथ०ए ) वया ऐसे निर्देशांकों को कार्तीय निर्देशांक कहते हैं 


3 : बिल्‍्दुओं के निर्देशांक [$ 


:2. निर्ंशाकों के चिह्दों को रूढ़ि (000टणद्ा0म 2्“क०ण 6 शंहएड ण 
8०-०वेा ४९३5) --त्रिकोशमिति में मानो गई रुढ़ि के अनुसार बिन्दु ? का 
भुज घन ( 0०आ॥४० ) होगा यदि वह 0 से दांई ओर अर्थात्‌ 05 की दिया 
मैं मापा जये और भुज ऋण ( 7०897४० ) तब होगा जब वह 0 से बाई 
ओर 072 को दिदय्वा में मापा जाये । इसो प्रऊार 0 से ऊपर की और 0५ की 
दिद्या में मापी गई कोटि धन तथा 0 से नीचे की ओर 0५ की दिशा में 
आपी गई कोटि ऋण होगी । यह रूढ़ि सव यणितज्ञों द्वारा मान्य है । 


निर्देशअक्ष 20+%* तथा ४०४* समतछ को चार भागों में विभक्त करती 
हैं। ये चार भांग 09५, ४05', ४09५! तथा ४05 हैं भौर ये क्रमशः 
अथम, द्वितीय, तृत्तीय तथा चतुर्थ चरण या प्राद ( (०४५४४॥॥ ) कहलाते हैं। 
उपरोक्त रूढ़ि के अनुसार (7) प्रथम पाद में स्थित किसी बिन्दु के दोनों 
निर्देशांक (3, ४) बर्धाद्‌ भुज तथा कोटि घन होते हैं; 
(४) द्वितीय पाद में स्थित क्रिप्ती बिन्दु का भुज जार । 
, # ऋण होता है तथा कोटि » धत्र होती है; (7?४2 | (+7+) 
(॥/) तृतीय पराद में स्थित किसो विन्दु के दोनों ठ 





निर्देशांक (3, / ) ऋण होते हैं; (४) चबुयं पाद. (7, | री, 
में स्थित किसी बिन्दु का भुज > घन होता है तथा शा 
कोदि » ऋण होती है । चित्र 2 


विभिन्न पादों में स्थित विग्दुओ के निर्दशांकों केये चिह्न चित्र 2 में 
अभ्रद्षित हैं । 

दिप्पणी--निर्देशांकों को मापने के लिये पहले लम्बाई की कोई इकाई 
निश्चित करनी पड़ती है॥ फिर सद तम्बाईयों को इस इकाई की राशि में 
रखा जाता है; जेसे लेपाचित्र (87998 ) में यदि दो छोटे वर्गों को इकाई 
भानें तो यदि एक बिन्दु की >-अक्ष तथा >-म्रक्ष के समान्तर दूरी 
समझ: 6 वर्गों तथा 8 वर्गों के दराबर हो तो उसके निर्देशांक (3, 4) होगे ॥ 


6] [ खण्ड (अ) निर्देशांक ज्यामिति 


-3. बिन्दुओं को अंकित करता (20098 ० 9०78)--जब किसी बिन्दु 
के निर्देशांक दिए हुए हों तो निर्देश बक्षों के समतल पर इसकी स्थिति निश्चित 
करने के कार्य को इस विम्दु को श्रंकित करना बहते हैं । यदि किसी विन्दु के 
निर्देशांक ( ०, 8 ) हों तो उसकी स्थिति निश्चित करने के लिए हम >-वक्ष की 
दिद्या में ८ इकाई की लम्बाई तापते हैं ( 0 के दांई या बांई-ओर, ८ के धन व 
ऋण होने के अनुसार ) तब 3-अक्ष के समान्तर 8 इकाई के वरावर दूरी लापकर 
( 05 से ऊपर या नीचे की ओर, ४ के घन व ऋण होने के -अनुसार ) हम 
दिए हुए विन्‍्दु की अश्लीष्ट स्थिति पर पहुँचते हैं ॥ इस सम्बन्ध में मिम्न बातें 
स्मरण रखनी चाहियें :-- ह॒ 

(४) मूल विन्दु 0 के निर्देशांक ( 0,0 ) होते हैं । 

(४) 3-प्रक्ष पर स्थित प्रत्येक विन्दु का भ्रुज (४-निर्देशांक) शून्य होता है ४ 

(77) #-कषक्ष पर स्थित प्रत्येक विन्‍्दु की कोटि (/-निर्देशांक) शून्य होती है 

दृष्डान्तीय उदाहरखा 

उदाहरण 7, निस्त निर्देशांकों वाले विन्दुओं को चित्र में अंकित करिये | 


(/) (3,4); (४) (2,--3); पर 
(#) (-4, 3); (7०) (5, ०) “हा 
क्रिया ; (7) 05 के बनुगत 
( ४०४ ), 0 के दांई ओर 
00,5०3 इकाई नाथो । 
0/0, के समकोण तथा 
05% से ऊपर व, ९,८54 
इकाई नापो । इस प्रकार 
अभीष्ट विन्दु ?, (3, 4 ) 
प्राप्त होता है । 





वे ; बिन्‍्दुओं के निर्देधांक ] [१7 


(7) >-अक्ष की दिशा में 0 के दाहिनी जोर 0!/, «2 इकाई हापो । 
फिर 0//५ के सम्ब तथा 05 से नीचे को मोर ॥/॥४०,-:३ इकाई नापो ॥ 
इस प्रकार अभी£ बिन्दु ?, (२,--3) प्राप्त होता है। 


(४४) >-अक्ष पर 0 से बाई ओर 0/4, ७4 इकाई नापो। फिर 006५ 
के लम्बे तथा #>अन्न से ऊपर को ओर है,?६5-३ इकाई नापो ) इस प्रकार 
अमीष्ट बिरु 03 (-4,3) प्राप्त होता है । 


(9) अन्ञन्ष प्रर 0 से दाई बोर 0?,--5 इकाई हापरो ) परत ब्णेक्रि 
इसका 3«निर्देशांक शून्य है । अतः बिन्दु 7, >्प्रक्ष पर स्थित है, इस प्रकार 
९; ही अभीष्ठ बिन्दु (5, 0) है । हि 


उदाहरण 2, एक बायत की भुजाएँ लम्बाई में 26 तथा चौड़ाई में 28 हैं ॥ 
इसके केन्द्र पर मूल विन्दु तथा 24 छम्बाई वाली भुजा के समान्तर #सक्ष 
लेकर आयत के सव दीर्ों के मिर्देशांक बताइये । 


क्रिया : निर्देश अक्ष 70% तथा ४0४” 
चित्र में प्रदर्शित हैं।॥ आयंत के केन्द्र को मूल 


१ 
5 क्षः 
दिन्दु मानकर हम देखते हैं कि प्रत्येक दीप के 
या 





मुज का संख्यात्मक मौन ४ है तथा कोटि का 
संस्यात्मक भान 8 है । इन भुजों व कोटियीं के कि 
साथ इनके यथोचित चिन्हों को छगाने पर हम कि 
देखते हैं कि 

(8 शीय॑ 4 के निर्देशोंक (८४/-०) हैं । चिप 4 


(॥] ब्वीर्ष 8 के निर्देशांक (0, --2) है 
(77) चोर्ष ८ के निर्देशांक (०, 2) है 
(00) शो 2 के निर्देधांक (-# ८ हैं । 


8१] [ खण्ड (अ) निर्देशांक ज्यामिति 


[-4, दो बिखुओं के वोच फी दूरी ज्ञात करना जबकि उतके निरदशांकु दिए 
हुए हों । ु 

मान लो विए हुए विन्दुओं ?, तथा 7; के निर्देश्वांक क्रमशः (४५ 37) 
तथा (2७ 09) हैं। तथा उनके दीच की दूरो 7, ?;८-व है। ?, तथा 7५, 
से+-प्रक्ष पर क्रमशः लम्ब ?.7, और 7५४ खींचों । फिर ?., से 2,008 पर 
छम्व ?,हे डालो । चित्र हारा 
7? 8-7. ---0१॥ -- 07, <०४३-->7] 





प्था ९, --?,१४ - १8 -- 9/--2 ५ बम पं 0फे2) 
27 रत 
त्रिभु प्रजञ 7. 7 ४, में 2 
श्र्व ४20 ज्‌ ह 37 58 में, 9; हक 
5 कठ ५ 
न (शरि+ (2,2)? जप 
ध्ा  गां 2 4 शा ८ 2 चित्र 5.7 
्ः | १००४ ७-9 [१०५/छ>म्ाछ-आ | है 5) + (४-८ हक) «६22 रा 
अतः दो विन्दुओं के बीच की दूरो 


++४/(> निद शांकों का श्रन्तर)“ + (» निद शा्कों का अन्दर)? 
#+  (भुर्जी का अन्तर)? + (कोद्यों का अन्तर) 


व्प्पणी--यद्यफि यह सूत्र पहाँ ?, व ९, के प्रथम पाद में स्थित होने के 
लिए ही पस्रिद्ध किया गया है किन्तु यह एक व्यापक सुत्र है। अतः ९, वे ९, के 
किसी भी पाद में स्थित होने पर भी यह सत्य है। निर्देशांक ज्यामिति के श्रन्य 
सूत्र भी सब पादों के लिए सत्य हैं । 

यदि ए, अथवा 9५ किसी अन्य पाद में स्थित हों तो इस सूत्र का उपयोग 
करते समय निर्देश्वांकों के साथ उनके सही चिन्ह रखने चाहिए उदाहरखतः 
यदि (७2, 32) चतुर्थ चरण में हो तो 392 ऋण होगा । 


$ ; विन्दुओ के निर्देशांक | [(?9. 
हृष्टान्तीय उदाहरण 


घदाहुरण : निम्न विन्‍दु-युप्मों के बीच की दूरियाँ ज्ञात करिये-- 
(6) (-» 3), (4,-४) 
(0) (3 ५०६ 6, 8 8० ०), (2 ००४ 8, & भ० 8) 
क्रिया : (7) मान तो अभोष्ट दूरी 4 है 
यहां 2] ८-2, अ३च्त4 
आअच्ऊ 2चता-+ई 


2 धश० (२३-२७) + (0-२४ 
ब+(-2-4)2+ [3-(-5))% 
म८9३-- 82-३6 + 64 
ब्च]00 

2 ध5--0 उत्तर 


(॥) मान लो बिन्दु 4 तथा 2 के निर्देधांक (० ००६ ०, 4 भं॥ ०) तथा 
4४ ८०४8, ० 89 8) हैं । 
न्सव 422० (० ९००३ 6-१ ००४ 8)१+ (६ 80 ०-० #॥ 8) 
रू 47(००$० --००४३)२+ ८१(#॥०- ४0 8) 








० | 2 भंणर: जन 8 कस | ढ 
५ 6+8 ... 6-३ | 
नव | 2 00०5 हर जा जद | 
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हक या 
ब्|वदीडप 
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2८5 
ः 


५625-24 भा। कि 9 हक 


80 ] [ खण्ड (श्र) निर्देशांक ज्यामिति : 


उदाहरण 2. सिद्ध करो कि बिन्दु (3, 2), (!, 0) तथा 
(2- «/3, !--«/3) एक सम वाहु विभुज के शीर्ष हैं। 


क्रिया : मान लो दिये हुए निर्देशांकों वाले विन्दु क्रमशः 6, 3 तथा: हैं ६ 


इनसे निभुज 880 बनता है । प्र ए 
तब 4&89-5(3 -- )7-- (2--0)* दर (५८८... (२१2 
न्+4-+-4 ०० 8 0 84 


फिर ८४- [((2- «/3)-]7+4(]+ /3)-0)/| 
सू((- /3)+(7+ ३/3) 
मूू2( 4-3) 558 
तथा. 082-[[3 - (2--/3)॥ + (2--( + ५/3)/४| 
न[(+ »/3)7+(- /3)7] 
+०2(] .-3)558 ५ 
इस प्रकार 6590-08 552./2 ४ 
अत: दिए हुए बिन्दु एक समवाहु त्रिभुज के श्ीषं हैं । 
उदाहरण 3. सिद्ध करो कि बिन्दु (2, ), (5, 4) तथा' (6, 5) एक ही 
सरल रेखा पर स्थित हैं । ' 
क्रिया : मान लो दिए हुए निर्देशांक्ों वाले बिन्दु क्रमश: ४, 5 तथा 0 है ॥) 
तब. #5४उ-पब्पतणार 
मत 3४ उ५5०३२/2 
80०/5-बगप्छ-ऊः 
न्‍| पर] ०/2 
बोर. 805४० शस्प छा 
+-+4/बगग 28०4 २/ 2 
> 45 --805:-3 /23- ./ 2554 / 2 
घूम 
..यह तब ही सम्भव है जब 8, 5 तथा (० एक हो सरल रेखा पर स्थित हों ४: 


नौ 


्ट 


( ; बिन्दुओं के निर्देशांक | []7 


वदाहरण 4. यदि 0 मूछ बिन्दु हो और ९,(7७ 23) तथा ?४(2७, 29) कोई 
जे दिये हुए बिन्दु हों तो सिद्ध करो कि हे 
079, %092%८ ००5 ८9,077ल्‍-%,532 न20५ (राज. 6] - 


200 4800: 
क्रिया : त्रिकोणमित्ति से हम ० £ तरिकोणमिति जानते हैं कि ८-0० 7 


। बम] +507,2+ 0,४ 







>-207, 07,)८००५ का] ग ह0/4 
“207, २07, ८ ००४ / ९,०९५ 
*>07072+07,7-?९४/ चित्र नं. 6 


कल कअ)+ (४४+)2०१)-(०३-२०)१+ ४-२४) . 
सूनाशी के +-२१+-२2य०२० ० जे -27+ 2002-2४ 
ब्ू20(22+- 20002 

>> 07ए,ल्‍07,2८०० ८7,00९, "३३ क) 2 पट 

प्रइनावलोी | (9) 

]. निम्न निर्देधांकों वाले बिन्दुओं को लेखाचित्र में अंकित करिये : 
(4.7; (--3,5% (- 2०); 5,- 5); (3,० (०-4) 

2. एक वर्ग थो भुजा ० है। उसके एक शी की मूल बिन्दु मानकर शेप शीर्षों) 
तथा उसके केन्द्र के निर्देशक बताओ जबकि वर्ग प्रथम पाद में स्थित हो। 

3. किसी समकोण त्रिभुज की मरुजायें ४ तथा ? हैं। एक उचित धीप॑ को मूल 
बिन्दु मानकर उसके शेप श्ोपों तथा कर्ण के मध्य विन्दु के निर्देधांक 
ज्ञात करो जबकि त्िम्रुज प्रथम पाद मे स्थित ही । 

4. एक आयत की लम्बाई तथा चोड़ाई क्रमशः 0 तथा 4 है। इस आयत को 
भुजाओं की लम्बाई तथा चौडाई के समान्तर तथा इसझ्के केन्द्र में होकर 
जाने वालो दो रेखाओं को > तथा » निर्देश अक्ष मानकर आयत के धीषों 
के निर्देशांक बताओ | 

. निम्ब बिन्दु-युग्मो के बीच की दूरी ज्ञात करिये : 

6) “(२॥) (0,7); (४) (5,-३3), (-4, 
604" 2०2 हं5;. ७) ७-७ ७/-०)/ 


2] 


द् 


४. 2३३ 
[ खण्ड (अ) निर्देशांक ज्यामिति ५ 


6. निम्न बिन्‍दुओं की मूल विन्दु से दूरी ज्ञात करिये :  ..  * का 


(2,5); (--2,3); (--4,--); (६ ००१ ८, ८ ४ ०) .... 
(४ ००5 $, 9 #॥ $) न ४ 


सिद्ध करो कि बिन्दु (0, -+य )+ (2, [ । (0, 3) त्त्था ( +:2, [ ) एक ६४४ 
वर्ग के शोपे हैं । 


. सिद्ध करो कि बिन्दुओं (0, 9), (5,--3) तथा (--7, 2) से एक «४ 


समद्विवाहु त्रिथ्ुज बनता है। 


सिद्ध करो कि विन्दु (-2, --), (--!, )), (5, --2) तथा “४ 
(4, -- 4) एक आयत के शीर्ष हैं। इसका क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । 


« प्रदरश्ित करो कि विर्दयु (!, ), (--, --3) तथा (-- २/3,' /3) 


एक समवाहु त्रिभुज बनाते हैं। ४ 


ला न 
. एक त्िभुज के शीर्ष बिन्दु (3, 2), (,-), (2,.4) हैं। इसका 


परिमाप (9'70७७३) ज्ञात करो । 


« सिद्ध करो कि बिन्दु (2, ), (5, 4), (4, 7) तथा (, 4) एक 


समान्‍्तर चतुभुज बनाते हैं ॥. 


« सिद्ध करो कि बिन्दु (2, )), (5, 4) तथा (6, 5) एक ही सरल रेखा 


पर हैं । 


« एक वर्ग के दो सम्पुख शीर्षों के निर्देशांक (5,--4) तथा (--3, 2) 


हैं। इसका नेन्रफल ज्ञात करो । 


* यदि बिन्दु (>, 3) दो विन्दुओं (५, 9) तथा (०, ८) से समान दूरी पर 


हों तो सिद्ध करो कि ४55४७. 


- यदि किसी बिन्दु की दूरी विन्दु (4,3) से ./0 है और उस विन्दु को 


कोटि उसके भुज की दुगुनी है तो उस बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात करिये 


« बिन्दु (3, 2) तथा: (--3, 2) एक समवाहु त्रिभुज के दो शी हैं 


ओर मूल बिन्दु त्रिभुज के अन्दर स्थित है। इसके तृतीय छीर्ष के 
निर्देशांक ज्ञात करिये । ेु सा 


] : विन्दुओं के निर्देशांक ] [ 83 


48. एक रेखा की लम्बाई !0 तथा इसका एक सिरा बिन्दु (2,-3) 
पर है। यदि इसके दूसरे घिरे का भुज 0 हो तो सिद्ध करो कि इसकी 
क्ोदि 3 अथवा --9 होगी । 

9, उस्त बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात करियेजों तीनों विन्‍्दुओं (9, 7) 
(-$, 4) तथा (-3,-!!) से समान दूरी पर है। _ | 

४४0. (4,6), (0,4) तंपा (6,2) शी्षों वाले! त्रिभुज का परिगत केरद्र 
( (ाटएण-०८४७७ ) और परिगत तिज्या ( शाप्ययर-4008 )... 


जश्ञत करवा 7 
/व 5. उस बिन्दु के निदेशाक शात फरना प्रो दिए हुए बिन्दुनच्चों (७) ),), 
(४५०५) फो मिल्लाने वालों रेखा को एक दिए हुए अनुपात ॥१३ : 702 (जहाँ 
था; सेषा 608 धन संब्याएँ हैं) में विभक्त करता है । 

















रा (जीप [2 
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(७४०) “ 
। 
शक थे ष्‌ प्र शा 
कि | ॥ आआ 
हू / 27 7८ है ३ 
/ हू फऋ%ऋ ४ क्ला एप ४ 
कि] 
प [33 हि 
"चित्र 7 (अ) चित्र 7 (ब) 


मान लो (०,०.)) तथा (>9)%) निर्देशाक वाले बिन्दु क्रमशः ९, तथा 
9, हैं तथा अभीष्ट विन्दरु ? है और उप्के निर्देशाक (+,)) हैं जिससे 
न-. शए ऋा 


0% पर लम्ब 0, ए॥4, ?,४, खींचो । 
तब समहप त्रिभुज ९. ए:त्था ९-९, से 
शा। _ श,,  ए९ #। 
कम तहफ “हु क्र नन्‍्््ग) 





 बिन्दुओं के निर्देशांक ] न [5 


हि न 
इसो प्रकार स्ल््म्क, | 
हू तथा #के मानों के बंचों को,निम्न निदिष्ठ तियंक्‌ गुरान की 


सहायता से स्मरण रखा जा सकता है । 


फ़्पु गछ्शा, म़ा2 
श्र 780 ८] र 
चित्र 8 


उपताष्य। (2,,))) तथा (39329) फो मिलाने बालो रेखा के सध्य 
किलडु के विवेधांक (रथ , 22४ ) होे है। 
डा 
3-8]. त्रिभुन के केद्ठफ (०००४०४०) के हिंद शांक ज्ञात .करमा क्षय कि 


इसके शीर्षों के निद ध्वांक दिए हुए हों शोर इससे सिद्ध करना कि एक तिभुज 
«को तोमों माध्यिकाएँ (70०0॥8॥8) एक ही बिन्दु पर मिलती हैं । 


भान लो तिभुज 80 के ज्षीर्पो के 
निर्देशांक क्रमशः (४33 2.) (29६ 22) तथा 
(४3, 23) हैं। तथा भुजाएंँ 80, 08 तथा 
/ के मध्य बिन्दु क्रमशः 70, 5, ? हैं । 
मानलो ब्रिभुज के केन्द्रक 0 के निर्देशांक 
(८ 5) हैं। 

फछए के मध्य बिन्दु 9 के निर्देज्ञांक 
[4(२४+ ०५), 3 (४३+3५)] हैं। समतल 
ज्यामिति द्वारा हम जातते हैं कि बिमुज का कैद्रक प्रत्येष्ठ माध्यिका , की 

॥ के अयुपात में विभाजित करता है । ० 2 





चित्र 9 


कि 


१6-] [ खण्ड (अ) निर्देशांक ज्याविति 


अब 87 को 2 : | के अनुपात में विभ,जित करने वाले विखू ७ के: 
निर्देशांक हैं--- ः का 
2८३ (22+ 23) + | ८7 
2 रह कल है (>,+-298+-23) 


_. 2%३05--9.] + | %४,. 
# ॥ इक पा तप प् 8८] ः गे उठ) 


झत: केन्द्रफ के अभीष्ट निर्देशांक' 
[ आना्कत कल पा) हैँ । 
3 

इससे हम देखते हैं कि केन्द्रक के निर्देशांक 53, 39, २3 तथा 
# 22, 23 में सममित (४४छागराथा।28]) हैं । अतः यह बिन्दु 0 प्रत्येक 
माध्यिका पर स्थित है अर्थात्‌ तीनों माध्यिकाएं इस बिन्दु पर परस्पर मिलती 
है। इस प्रकार सिद्ध “होता है ,कि किसी त्रिभुज की तीचों, माध्यिकाएँ 
संगामी (००॥०७:५४॥४) होती हैं ॥ 

इृष्टान्तीप उदाहरण 

उदाहरण , उन विन्दुओं के निर्देशांक ज्ञात करो जो विन्दुओं (3,4) तथा 
(5,--2) को मिलाने वालो रेखा को 3॥ 2 के अनुपात में अन्त: विभाजन 
तथा बाह्य विभाजन करते हैँ । ह हे 

क्रिया ; मान लो अन्तः विभाज्न व वाह्यविभाजन करने वाले विन्दु 
फ़मश: (3,, 5;) तथा (39, /) हैं । 


तब ऊपर प्रतिपादित किये हुए सूत्रों द्वारा 
3%5+2%3 2] कर 3%(-2)--2%4 __2 





2 अड2 8 उ बारह चससससभ 
35% 5-(2 3८3 3३2८ (->2)--(2%4) 
तथा कम स्+9, अुधओ कक 4 


इस प्रकार अभीष्ट विन्दुओं के निर्दे शांक (ड़. न हु. )ववा (9,-4) हैं। 


बिन्दुओं के निर्देशाक ] [7 
ददाहुरण 2. बिदुओ (3,-+) और (-5, 5) को भिलाने वालो रेखा 
कस अनुपात में (7) >--बक्ष (/) 3'- अक्ष द्वारा विभानित्त होती है । 

क्या : भात ली अभीष्ट अनुपात 78, : 75 है तथा विभाजित करने बाते 


बिन्दु के निर्देशाक (४५ 2) हैं । 
अब (7)गे विभाजित करने वाले विन्दुका )-निर्देशांक शूत्य होगा अर्थावु)-0 


प्रता का १ 6 +/22९ (“7 4) 55 
«7 __ 4 
02... 0 


जिससे #] : १5०2 : 3 
(४) यहाँ विभाजित करने वाले विन्दु का -निर्देशांक धुन्य होगा अर्थाद्‌ अ>्ू0 
(5) +#8 2 3550 
का. 3 

तक 
अतः हा 7 203 २ 
उदाहरण 3, यदि विन्दुओं 8, के, 6 के वतिर्दधांक क्रय (»2), 
(-4,--4) तया (5,-8) हो तो त्रिमुज 880 की भाध्ििक्यओं की 
लम्बाई ज्ञात्र करो। 

किया: यहाँ भुजा 20, ८४ तया ८8 के मध्य बिन्दुओं 0, # है # 

निर्देधांक क्रमशः निम्न हैं : 


( का हे ० रा 5 ), 


( 3+2 -8+2 ) 





7 जे आज एलाय 


डे 





4 ठठ 
बूथ (-) (३.-)) कह८०-०- 


2-4 2... 3 
ह्या (पा हर सदर) रद्द 2 


48 ] [ खण्ड (अ) निरदेशांक ज्यामिति 


<. माध्यिका 3255 /हछ-झ्म्य्हक को 
ब्ू्ई / 9 म2565-३ २/ 265 
छ8ल्‍« > (हु +4)+(-“ 32 + हडबय5उक 
सन / 2-5 शिओ 
बोर ए8व5 / ठि काडिय (+ ठेका) 
ज+ / उ6+ 49-5४ 535 
उदाहरण 4. वेइ्लेपिक ज्यामिति की विधि से सिद्ध करो कि एक समकोर 
त्रिभुज में कर्ण उसकी माब्यिका का दो गुना होता है । 


क्रिया : मान लो त्रियुज 830 में कोण 8 समकोरण है| वहाँ हम 
सरलता व सुविधा की इष्टि से झीषे 9 कोड 
मूल बिन्दु, सुजा 27 को >न्‍्जुल्ल तथा सुजा 
छ8& को >>अक्ष मान ले । 





है 
मान लो 0 के निर्देशक (०, 0) तथा 
| #के निर्देशांक (0, ०) हैं । 
* हि हव कणणे 8055 ७» (ध--०)६ +* (७-८) कर 
च्न 4 धिईि-+ ८4 - चिन्न 4 


फिर कण 30 के मध्य विन्दु (मान छो 0) के विदंशांक हँ--- 
(“ -+0 0+ 
जता? 5 )र्चाव ( 
माध्यिका 805 | हा ( ९ । 
४ (-%) +(& 


स्तर उविदिक दे 














इस प्रकार हम देखते हूँ क्कि कर्ण 80 इसकी माध्यिका 80 का दो 
चुना है । 


 : विन्दुओं के निर्देशांक ] [79 


टिप्पणी : उपरीक्त किया से विद्यार्थों देखेंगे कि समतल ज्यामिति की 
विधि की भ्रवेक्षा वेश्देषिश ( अथवा निर्देशाक ) ज्यामिति की विधि सरल तथा 
संक्षिप्त होती है 


7:6, यदि एक विभुज के झीषें" 8, 8, 0 के निरदोशांक (४,,)५), (४७५) 
तथा (5७99) हों तो उप्के अन्तःकेख ( ॥7-८०:४० ) तथा बहिष्केन्दों 
(८०-०८०८८४) कै लिद शांक शरत दररता । 


अन्त: कैस्द्र--हम समतल ज्यामिति द्वारा 
जानते हैं कि त्रिभुज का प्रन्त-कैन्द्र उनके तीनों: 
कोणों के आत्तरिक अर्धको (एलार्श- 
05००४०४७) का प्रतिच्छेद बिन्दु होता है । 


सावलो कोण # तथा 8 के अबेक ० 
तथा 85 परस्पर बिन्दु ) पर मिलते हैं। 





बित्र 2 
झब रेखा 60 मरुजा 90 को अनुपात 6 : 60 क्षर्थाद ४:४6 में 
विभाजित करती है । अतः विरदु 9 के निर्देशांक हैं-- 


८23 + 229 शा) 
ट्क8 * 6कछ 


फेर 80 _ ८ 80 4+70 ८4-४७ 
फिर क्योंकि कुलतछ० हटा ताहाः 


व _८+8 चछ 
बता फल" “ह जिससे ए९ए-द्फड 
अब त्रिश्रुज 50० में रेक्षा 0 कोण 0 का आन्तरिक अरधंक है। 
3 _४0_ 5४ _४+८ 
अत; पए का >&_ “& 
"69+८ 








20 है [ खण्ड (अ) निर्देशांक ज्यामितति 


“« विन्दु ।, & तथा 0 को मिलाने वाली रेखा &79 को अनुपात 
9--८ : 4 में विभक्त करता है । 


अतः ; के निर्देशांक हैं 


(>अन्‍अब, 





न 6 
47 06+ ८ ! ध+-6*+- ८ 


अन्‍-कन. 





25 ८03 +- 27: कर 
(84 ०४ न 030 पधट। (0 -+-८) १८ “पड न- था । 


५ 45। +- 0४, -+- ८43. 49, + 69 + 20 
अर्थात्‌ [लक “---+, ) 
4-- 8 -+. 6 4+- 6 -- ८ 
इन निर्देशांकों की सममित्ति से स्पष्टवया प्रतीत होता है कि बिच्दु । ने 
केवत् कोण ४ के अधेक पर है अपितु यह कोश 8 तथा ९! के अंक पर भी 
होगा | अतः । कोण ४, 3, ९ तीनों के अधकों का प्रतिच्छेद बिन्दु है भर्थात्‌ 
यही अन्तःकेन्द्र है तथा इसके निर्देशांक हैं : 
ध%, 4022 +- ८:५४ 47, +- 89, +- ०9५ 
बहिष्केद्ध : मान लो कोश ४ के सम्मुत् वाले बहिवृ त्त का केन्द्र , है 
तब 7,8 तथा ॥0 क्रमश: बहिष्कोण 8 तथा ९ के अधंक होंगे। 
0  $ $॥३ ७ 


सर आराम ५० व. दिए ००००«>->3>>> 


०4, (9 ध् 
4ज>>-«+>-«.००«>०««>«««»«क 
०--८ 
भर्थात्‌ बिन्दु ।, रेखा ४9 को वाह्यरूप से अनुपात ४-|-० ; ४ में विभक्त 
करता है| 


अतः 7 के निर्देशांक हैं : 


८५ न॑- -आर+ कण 
८ का 


[00965 न 0५००-०५ 
८ 
+++ 6 ८-६  “्ूञक्नयाज-+-- पी 0-्र 


बर्धात्‌ (+ “-2४+०ए+ ०७ प०७, -०क,+ 290 +- ८५५ 
+-4--8-. ८ +4+-8-- ८ ) 


4 ६ बिन्दुओं के निर्देशंक ] [2 
इसी प्रकार अन्य वहिष्केन्ों के निर्दधांक ज्ञात किए जा सकते हैं। 


शीर्ष 8 तथा ० के सम्मुख बाले बहिष्केन्द्रों के निर्देशांक क्रमच: होंगे-- 
(&्््िः छा) 


धन 4-८ 2०-20 -+ ८ 
तथा ([ वर न009--५०५ 770+ 20५9-०5 ) 
ढ्क-व ब्क्ण्नट 


उदाहरण--किसी त्रिमुज के दाथों के निर्देशांक (6, 0), (0, 6) और (7, 7) 
हैं । इसके तीनो वहिष्केन्द्रों तथा अन्तः केन्द्र के निर्देशांक ज्ञात करी। 
क्रिया : मान लो प्रिभुज ४8८ के थ्योपे ४, 8, 0 के विर्देधांक क्रमशः 
(6, 0), (0, 6) ओर (7, ?) हैं जिससे 
भुजा 4ल्‍०80ल्‍-5 /72--7४ "| 5/ २ 8 
85:९४ ५० / [8.75 55७५ २ 
तथा ८८४४ ४05:/62 4-68 5२० / 2 
अतः प्रथम ध्ीर्प के सम्मुख वाले बहिष्केन्द्र के निर्देशाक हैं 
+5./29%८6+5/22८0+6./29<7 
॥ +->$/ध2+०%/2+०२/2 ; 
-5/2%0+5९/2%८6+6 ./2 /) 
-+359/2+5/2+6./2 
अर्चाव्‌ (2 32) 
द्वितीय श्ञीप॑ के सम्मुख्त वाले बहिस्केन्द्र के निर्देशाक हैं 
5./2%6--5,/2:८0+6./297 
( 5./2-5/236 /2 
54/2220-5/22८6+6 /227 ) 
3३/2-5 /2+ 6५/2 
छर्वाद (72, 2) 





के 





९. (3,-”) और (- 2? ) ; 

जन १6 ) प रे 

बह अवुपात ज्ञात करो छलसमें विन्क ५5' घ ) दल्दुओं (००7 2) तथ् 
दिम्मार्जिते करत हैं 


] : बिन्दुओं के निर्देशांक ] [23 


6, 


>4. 


विन्दुओं (3,--4) और (-35, 2) को मिलाने ग्त्री रेखा तौने 
समान मार्गों में विभक्त को जाती है। इसके विभाजन बिन्दुओं के 
निर्देशाक ज्ञात करो । 


. बविन्दुओं (-06, 8) ठथया (8, --6) को मिलाने वाली रेखा चार 


सम्राद भागों मे विमक्त को जाती है। इसके विभाजन बिन्दुओं के 
निर्देशांक ज्ञात करो । 
निम्न दीपों वाले बिशुजों के कैन्दक ज्ञात करो । (प्र. 8 व 9) 


» (+-+ 6), (2,-2) ओर (2, 5)4. [ राज. 62] 
४9, 
0. 


(3,0), (5, 2) और (4,-5) ** 
एक ब्रिमुज के झीर्षो के निर्देशांक (0,-), (2, ), तथा (0, 3) 
हैं। इसकी माध्यिकाओं की लम्बाई ज्ञात करो। 

सिंद्ध करी कि बिन्दु (2, 3) को विन्दु (3, 4) से मिलाने वालो 
रेखा के मध्य बिन्दु के निर्देशाक समीकरण ४-#+००0 को 
संतुष्ट करवे हैं । 9, 2.) &%, - 2 +/ 


- उप्र त्रिमुज् के अन्त. कैन्द्र के निर्देशाक ज्ञात करो जिसके शीपों' के 


निर्देशाक (-3,-2), (, ॥), (3, 6 हैं ॥० 


« एक भ्रिमुञ् के श्षीर्पो' के निर्देशक (2,-2), (8,-2) और 


(8, 6) हैं । इसके अन्त/केद्र तथा तीनों बहिष्केन्द्रों के निर्देशांक 
ज्ञात करो । 


« प्रिद्ध करो कि बिन्दु (--2,-!), (।, ०, (4,3) और (|, 2) 


एक समान्वर चठुमुंज के झोपे हैं ।९... 
( ठिप्पणी--दोनों विकर्णो का मध्य बिन्दु एक ही है ) 


« प्रदर्शित करो कि एक समकोस शत्रिभ्ुुज के कर्णा का मध्य बिन्दु 


इनके तीनों धीरपों से समान दूरी पर है । 


« जिभुज #ै80 में वेश्लेपिक ज्यामिति दाद्य सिद्ध करो कि. 


87 -+- 8९2०-2१ (80:+ 005) जहाँ 0, भुजा, 90 का मध्य 
बिन्दु है । 
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[7. सिद्ध करो कि किसी त्रिभुज की दो भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को 
मिलाने वाली रेखा तीसरी भुजा की आधी होती है । 
8. सिद्ध करो कि एक चतुभुज की सम्मुख भुजाओं के मध्य 
विन्दुओं को मिलाने वाली रेखाएँ और उसके कर्णो के मध्य बिन्दुओं 
को मिलाने वाली रेखा एक बिन्दु पर मिलती हैं तथा परस्पर 
2 समह्विभाजित होती हैं। 


.7. तब्रिभुन का क्षेत्रफल ज्ञात करना जब उसके शीर्षों के निर्दशांक दिए 
हुए हों । 





मान लो त्रिभुन 580 है तथा च ४ 
उसके शीर्षों 8, 8, ९ के निर्देशांक ४८ 2, 
क्रमशः (3), 33)+ (3997४), (>3523) 
है । । ०७०४७) 
8, 9, 0 से >-अक्ष पर लम्ब । ४] 
क्रमश: 87., 8)/, 00 डालो । गे न पर 0 पाऋ 


! चित्र 3 
तव (५090 >>समलम्ब 88)0], + समलम्व 57.70-... समलम्ब 8|५]प९ 
न्ल्जे ४, के 8.) +$ व (6॥, -- ८०) 
+ 3 धार (80 + 20) 
घड़े (४४-४० (//+»9)+ ३ (3३-४३) (७ + 23) 
जाय (33-2७). (2४ + 28) 
सतह [3४ (७3]--39) +। (५७७--३५)) + 2४०४-२५) - (०३ -२५)॥) 
नी - ०४७) + (७७-- 33) | 
सत३09(0,- 39) + 2828 “ २) केस (०३-२७) ) 
आव((3७४-० ३०७५) + (39७३- २४७५) + (3३७, -२३)५)) नल) 


हस्जातक असर भ अल कप र पा गवाह 
थवा | 08905 67 (99-758) +>/ (0४-७३) +55(७४- १०) ) | »(2) 
॥+ 29522 छाए 
चना 


] ; बिन्दुओं के निर्देशांक ] [25 


जिमुज के क्षेत्रफल को व्यक्त करने वाले व्यंजक के दो रूपी () अथवा 
(2) में से किसी भो एक को स्मरण रखा जा सकता है। दोनों ही रूप चक्रीय 
क्रम (०४०० ०7००7) में होने के कारण सरलता से स्मरण रखे जा सकते 
हैं। इस शिश्रुज के क्षेत्रफल को सारिशिक (८थयययांग्रध्या।) के रूप में लिखा 
जा सकता है यथा 


खम ये 
ख् ग ॥4 
 । 


6480--$ 








उपप्ाष्य 4. उस भिमुज का जिसका एक शौरष मूल बिन्दु (0, 0) हो 
तथा प्रस्य भीर्ष (5५, 3५) तथा (७७, 3) हो, क्षेत्रफल 
व (०.७५ ८ २००,) होगा । 


उपसाध्य 2. यदि तीन विच्दु (४, 9,) (>७ 20)5 (28, 29) समर 
रेख हों तो उनसे कोई वास्तविक्र भिभुज नहीं बनेगा अर्थात्‌ उनसे निर्मित 
त्रिमुज का क्षेत्रफल घून्य होगा । 


अतः इन तीन दिन्दुओं के समरेख होने के लिए आवश्यक प्रतिबन्ध निम्न है 
(ए३ - ३२») + (3903-२७०७) + (४३१८ २२०५) १०९ 


अथवा अं ऊँ; ॥ 
2 25 4 
व 


23. 329 


ब्न्0 पर 


ध्टः 








पथ] क्षेत्रफल का चिन्ह--यदि उपरोक्त सूत्र द्वारा विश्ज का क्षेत्रफल 
एक ऋणात्मक राशि के रूप में प्राप्त हो तो भी उसके चिन्ह का ध्यान न रखकर 
हम उम्रके संख्यात्मक मान को ही लेते हैं क्योकि किसी भी ब्रिभुज का क्षेत्रफल 
आवश्यक छप से एक धनात्मक राष्यि ही होता है । 
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]-8. किसी चतुभुज का क्षेत्रफल ज्ञात करना जब उसके शीर्षो' के निर्देशांक 





दिए हुए हां । सूप. एलन या: पा 
मान लो चतुमुंज के शीर्ष । 

8,3,0,0 के निर्देशांक क्रमश: ॥ । 8 0५2४०) 

(3 205 कि 20 (2७ 5४) 

तथा (2५,5४५) हैं। &,8,2,0 से है हे 

रन्‍वक्ष पर लम्ब 6., 800, ८ए | 


९६ 
तथा 7४ डालो । चित्र ]4 
तब चतुमुंज 88070 <समलम्ब 5.९ 7 + समलस्व 7९९ -- समलस्व 
(]५)४४ -- समलम्ब 88 
सम ि(87, - 7070) + ३ एप ([0 छ -- 2४) + ॥र)श (टौा४ + 800) 
-39.0/ (७।, -- 90) 
सतह (34० 20: न 24) + ३(७४ - २2७) 0५ +39) + $(२०- २३) >< 
(0३+ 28) “३ (२५-००) जि न ?9) 
स्तन लेशप) नी (393 - 3379) + (२३५- का + (२-ख प्रो) 
अन्य विधि--उपरोक्त सूत्र चतुमुज को दो निभुजों में विभक्त करके भी 
प्रात क्रिया जा सकता है यथा 
चतुमुंज &800 -« /५ 887 4- ७४८79 
नल (370५-390,) + (२७५- २५०३) + (७१४ -२,०५) 
नी (2903- 2328) + (339:--2%॥०४) + (२५७५ -- २५9४५)। 
की [9203 - २५७०३) + (२७08--२३७५) + (२७०५- 299) न॑- 
(२72) ज)५)] 


टिप्पणोी--अनुच्छेद :7 तथा -8 में प्रतिपादित क्षेत्रफल के सूत्रों को 
स्मरण रखने की विधि इस प्रकार 


5 का चित्र 5 
है 4 हू 4 


५८] $ 


4 
2 
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धीर्पों के भुजों को फ्रमशः एक पक्ति में रखो। इसके नीचे दुसरी पंक्ति 
में शीपों की को्ियों को भी क्रमशः रखो ॥ दोनों पंक्तियों के अन्त में प्रथम 
म्रुज़ व कोटि को दुहराओ। फिर तीर से निर्दिष्ट अवयवों के गुणनफल बनाओ, 
ऊपर से नीचे आने वाले तौरो के संगत ग्रुणनफर्लो को घन तथा नोचे से ऊपर 
जाने वाले तौरों के संगत गुणनफलों को ऋण रखो । इस प्रकार प्राप्त गुणनफलों 
के योग को ३ से गुणा करने पर चित्र का अभीष्ट क्षेत्रफल ज्ञात होता है । 

हृष्ठान्तीय उदाहरण 

उदाहरण . उस त्रिभ्रुज का क्षेत्रफल शात कसे जिसके शीपे (3,2), (--4,3) 
तथा (,--5) हैं । 

क्रिया : सूत्र के अनुसार 


है ५  ध 
ठ +हठ 
चित्र [6 
ब्रिमुज का क्षेत्रफल +३ [[(3 2 3)-- 22८ (-4)) 
+((-4)%(-5)-0(3 »८ ))+((3 (८ 2)-3 / (-5))) 
53[(9+ 8) + (20--3) + (2+5)) 
ज्+ द्रौ+८25-5 वर्ग इकाइयाँ। 
उदाहरण 2. ६ का चह मान ज्ञात करो जिसके लिये बिन्दु (£, 2- 2#), 
(--#+ , 2£) तथा (--4-£&, 6--2%) समरेख हैं। 
क्रिया : दिए गए बिन्दुओं के समरेख होने के लिये इनसे तिभित विभुर 
का क्षेत्रफल शुन्य होना चाहिए । 
“०3[(2/-(२2-2/0)(-70)) + (( -+)(6 - २) 
-“2& (-4-#)) +((-4- #)(२- 28) -#(6- 24)! का 
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अथवा #7(2-- 2-2 +2+2+:2) +//(4--8+ 8 + 9-०) 
8/:£ +. 4॥: -- 4 0 
अर्थात्‌ 2/8-./:- 55 0 
अथवा 2 + 2/:--7:-- ] 55०0 
जिससे (2£- )(४+ )50 
०५ च्मे अथवा -7 उत्तर 
उदाहरण 3, उस चतुभुंज का क्षेत्रफल ज्ञात करो जिसके शीर्प हैं: 
(3, 2), (--4, --), (5, - 2), (), --3)। 
दिया; शीर्षों के भुजों और कोटियों को प्रथम तथा द्वितीय पंक्तियों में 
रखने पर 
& थी 5 ॒ 3 
हे “ईद +>2 -३ १ 
स्मरण विधि द्वारा चतुभुज का अभीष्ट क्षेत्रफल 
नत्ह[32(--)-22(-4))+4६( ०4) ( “2)-४» (- )) 
+5%(-३3)-! & (-2)॥+ ((» 2)- (--3) 2 3] 
साई [(-3+8)+(8+5)+(--5+-2)+ (2+ 9)] 
सान्‍(5+3 - 3 +- ])--8 वर्ग इकाइयाँ उत्तर 


प्रशनावली £ (०) 
उस त्रिमुज का क्षेत्रफल ज्ञात करिये जिसके शीप निम्न हैं :-- ४५ 
. (४) (१, ), (3, 2), (4, 4) 
(7) (2,-3), (3, 4); (- ३3, $) 
(8) (4, ), (5, --2), (3, 7) 
(7) (६ ००४ ०, 9 89 6), (० ००४३, & भं० 8); 


(० ९०४०, 8 ४४१) 


| विन्दुओ के निर्देशांक ] [299 


, छिद्ध करो कि विच्चु (3, 2), (-!, 3), (-5, 4) गमरेय हैं । 2 


पिद्ध करो कि वि्यु (8, ८+४), (८ ४+8), (०,8+८) 
समरेख हैं। 


# का वह मान ज्ञात करिये जिसके लिए बिन्दु 
(६+], 2-/£#), (१-४&,-#), (2+# 3-/) पक रखा में 
हद 
5, उप्त चतुभुंज का क्षेत्रफल ज्ञात करिये जिग्रके दोषों द तिर्देशाद्ि 
निम्नलिखित हैं : 
(0) (2, 3) (-5,-।), ($,-2) कौर (-3, 0) £ * 
(४) (4,-3], (।, 2), (०-7) बोर (2, 3) 2 ** 
7) (-3, ), (4,-4), (2, 6) बोर (7 ,)) 
यदि 0 किसी विमुब 880 का गुरुत्व केद्ध द्वी तो वैश्तेषिक दिप्रि मे 
पिद्ध करो कि तिनुद्ध 200, 280 कौर 80 क्षेत्रफल में समान हैं । 


6, 


के 


सिद्ध करो दि बिन्दु & (--2, 5), :8 (4,-१), ० (9, ) दवा 
9 (3, 7) एड समान्वर चनुमूं व के घी हैं। वढ विन्दू 5 डात्र के 
जो 80 छो 4: 2 की विणत्ति में विमद्त करवा है | यद भी दि छये 
कि 0, 5 ठया 8 का मध्य बिन्दु एड ह्वी रेखा पर हैं । 
[ रा5-, 50 ] 

« ४५ 5, 0, दीन समरेख बिन्दु हैं। # ठया 8 के विदेशांद (2, 3 

बोर (5, 4) हैं दया #05-२./ 0, तो ९ हे विर्देशात्र डाव करो । 
* परिद्ध करो कि ठिन्द्र (, 0), (0, ) ठदा (--3, 4) एक दी देखा 
पर च्यित हैं । 


'. यदि दिन्दु (5, 9), (3,2) और (, 3) झमरेद हो ठो विद दरिश दि 
#+27- 7550 चर 


ध 


हद 
ध् 


: बिन्‍्दुओं के निर्देशांक ] [3 
« बिन्दु (3, - 4) की >-अक्ष से दूरी है-- 


()3 (0)4 (०५5 (०७१? (६ ) 
» बिन्दु (9, 2) की मूल बिन्दु से दूरी है-- 
(5) 3. (3)]5 (०)9 (92 ( ) 


५ धिनदु (4,--7) मौर (--,5) के बीज़ की दूरी है-- 

(७) 5. (89) ॥7 (0) /3 (0) 3 ( ) 
« बिन्दु (४॥, )9) तथा (5७, 32) की मिलाने वाली रेखा को ! ४० के 
अनुपात में अन्तविभाजन करने वाले बिन्दु के निदे'शांक हैं-- 

(0) (३ (६+ 2०छ), $ (४+ 202) 

(8) (३ (2>54+२» ३ (209+22)) 

(०) (॥ (६+ २9, ३ (0:+29) 

(0) (३ (22-2७), $ (20-२४) ( ) 
.. बिन्दु (४), ») तथा (2७, 0.9) को मिलाने वाली रेखा को ६ : #६ के 
अनुपात में बाह्य विभाजित करने बाले बिन्दु के निदेशाक हैं-- 


(5) [ ॥70 + 77222 32-7 रह 
ग़ु गाल ग्रा जा मु 

(8) (कं जी | 22] » 225 है. १८ । ) 
| + 779 गा + 7३ 

(०0) (सड गफ्य । शा नाश )! 
74 --773 6 इक ७. 

(०) ([ फ्रयनागफ 4. शफानएफर ) 
मय नागा; मा के एक 


- ग्रदि किसी त्िमुज के श्ीपों के निर्देशांक (८६5), (६)५) तथा 
(29 29) हों तो इसके केन्द्रक के निर्देश्वांक होंगे:-- 
(8) (३ (+22७+ 355) है ५+20५+ आड़े 
(8) ६ ३ (६+>०+>3 ह (+>४39) ) 


( खण्ड (अ) प्रदेशों 
(५) 8$ #पै श ४ (४५77 90 78 
(9 एसए अबू ते ५.+2श 2» 
यदि एक दजुज के कप (9.7 “)' 2) और (8, 0) * 
उसके अन्त: क्केल्द् ते स्लदे शव होंगे 
(0) (टी) (9) (४० “) 
(७) (११, 6) (9) (6, 0) 
१0. 5 (0, 0)? ठ्था (05 हवा तु की 
क्षेत्रफल हैं” म 
(७) ५ (9) $ (८ ( ) 
१]. खिल्द, (० ५ 9) ठथा पाए ले त्लामित लि कं. 
छ्लेत्रफर्ल होगा” 
(») ) (9) ० (०) 4 ) 
१2. ० कें द्वस्त मात के लिए (वि (0,७)१ (७५2) तथा (7 5,--)) 
समरेख दे 
(छ) कर (०)? (9) * ॥े 
दि च़्द्यां १ (९) 
(राजध्याल बोडे की प्रीद्षा के प्रदूत) 
(बस्तुलि5 भ्रइत) 
ए (0, 0) (५, ») तथा ,१) में बलने बीर्ले ज्िभुः 
क्षेत्रफर्ल छतनो होए ६ 
( ००००९ ११" *” 
१2. एक चेख( का एक 8, 0) हैं. और मध्य द्न्दु, (0 ४ 
सर के छ्वदें शोक होंगे ! | 
( ५००९०९९१*१ 
4, विद (४१ )की मूल ्दु से दूरी होणी 
(&) ! (9) १? (०) * 2. (9) १5 
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4. 


बिन्दु (--2, 0), (0, 2), (2, 0) द्वारा बने ब्रिमुज का क्षेत्रफल 


होगा-- [7968] 
(७)॥. (9))2 (०१4 (०)8 ( ) 

« बिन्दु ((, 2) तथा (6, 7) को मिलाने वालों सरल रेखा को बिन्दु 
(3, 4) किस अनुपात में विभाजित करता है । [3968] 

(०० लग रुक ) 

» विन्दु (3, 4) को *-अक्ष से दूरो होगी-- [7969] 
(०) । (89)3 (09०4 (०)5 (६ 9) 


बिन्दु (0,0) तथा (-,2) के बीच की दूरी का वर्ग होगा-[969] 
(0)। (9)4 (०5 (०) 9 ( ) 
« विन्दु (0; 0), (2, 0), (0, 4) द्वारा निर्मित भिमुज का क्षेत्रफल 


होगा -- [7969] 
(४) 2 (8)4  (0०)8 . (०) 6 ( ) 


« एक तिभुज के शीर्ष (4, --०), (3, --2) बोर (2, -5) है; 


इसके केन्द्रक (०७०(:००) के निर्देशांक ज्ञात करिये-- [4969] 
(०००४० ०० ) 
« बिन्दु (3, 4) की )-अक्ष से दूरी होगी-- [7970] 


(6) 7 (93)4 (०३8 (०)7 (६ ) 


« जो बिन्दु (0, 0), (2, 0) तथा (0, 2) विन्दुओं से समान दूरी पर है 


बह होगा-- [[१7970] 
(0) (५ 2) (8) (2॥) (०) (,) (०) (2.2) (_ ) 


« एक वर्ग के सम्मुख धो (5, --4) तथा (-3, 2) हैं। इसके विकर्ण 


की हम्बाई ज्ञात करो । [4970] 


[ खण्ड (अर) 
ल्द, (+ 2* 5) और (75 ]) को क्मूलाने वाली रेखा को + * 
के अनुपाठ में ञ़्व्ठ घिमाजिंठ करने वले विड का #र्तिदेशीर्क 
होगा [497 0] 
327 +22-/77 -2 2 3 5 अप _2)+27<7 
(#) >म व ; 5३9 
८ 2 3 22 बन 32(-2)77“2/7 _2-277 -. 
(0) “7 5+ 9 ४०3 * £: कर के ज 7 
( ) 
१4. दो विन्‍्डई (अ 39) भरी (७9५ ञ्ट्ो जोड़ने वाली रखा को 7 + 2 
के अनुपात 7 बरहिविभाजन करने वाले विन्‍ई का #-निर्देशार्क 
होगा- 497 $] 
#) आफ व --77०रं० ) आर्ट टधल -+ 7797९ 
(८० ा (2 9 ((॥॥ 2 डा 77] 
८ सगाएडए5+ 3० ता गाथा: अ- अतना / वि. 
(2 कप हक | ७0) हक फट ह (्‌ है| 
१5. यदि दिल (03 0), (% 2) बी (3, उमरेख (८०४४०४ ) हों तो 
3 का मात होगा-- [977 
(७0० 0) है (0)० (00* ( ) 
46., एक नावते के जीप विन्ई क्रमशः (0: 0) (6५ 0) (65 3) तथा 
(0, 3) हैं! इसके विंकर्ण की लस्बाई होंगी [4972] 
(») ३ 9) 4 ०0) 5 (0) ( ) 
१7. विद (5, 0) ठया (0५ 4) को पिलाने वाली रेखा को बिन्दु २ 2 
उत्वविभारजित कर््दी है)? के ज़िर्दशांक होंगे--[8?7 # 


घू अनपर्ति 
(७) (55) (8) (2.5) (०) (५5 
१8. किसी जिमुरे के घोप विन्‍्दुओं के लरेशोंक (0, 0) 2) 5 
अभुज का कैत्रफल ज्ञात कीजिए । 49' 


बिन्दुपथ तथा उसका समीकरण 
(०८०5 2709 ॥६5 व्यूध३६४०॥) 








2-0. बिखुपय ([.0०75) परिभाषा:--पदि एक बिस्दु किसी दिए हुए नियम 
के ,घनुसार चलते हुए एक वक्र (८एा४०) को भंकित करे तो उसके 
पच को विदुपय (00०७) कहते हैं । 

उदाहरणतः यदि एक समतल में कोई बिन्दु 0 स्थिर हो तथा एक गति- 
साने बिरदु ? इस नियम से चले कि उसकी 0 से दूरी सवंदा 4 इकाई के 
बराबर रहे तो हम ज्यामिति से जानते हैँ कि ? का विन्दुपथ एक वृत्त होगा 
जिसका केन्द्र 0 तथा त्रिज्या 4 इकाई है । 


दिवुषय का समीकरण (टि0०७४०79 40 ॥06 0008)--णो' समोकरए 
पक्रप्ती बिंदु से अंकित विन्दुपय पर स्थित प्रत्येक विद फे निर्देशॉकों से शांतुष्ट 
हो और विदुपय पर स्थित से होने याले फिसो भी विग्यु के निद दांकों से 
संतुष्ट न हो घहु उस विदुपय का समोकूरण फहसाता दे । इस प्रकार यदि किसी 
विन्दु के निर्देशांक किसो समीकरण को सन्तुष्ठ करें तो वह बिन्दु उत्त समीकरण 
के संगति विन्दुपथ पर ध्यित होगा | हम गतिमान विन्दु के निर्देशाकों को 
सवेदा (४, ») मानेंगे। इन सामान्य निर्देशांकों (8०;०४ ०००१ाएढ्रा०8) 
को गतिमान बिन्दु के चलित निर्देशक (०णः००६ ००-०४५४॥४०१) फहते हैं 
और विद्धुपय के समीकरण ज्वात्र करने से हमारा तात्यय॑ (४, )) में एवा 
चवीजीय सम्बन्ध ज्ञात करना होता है ॥, 


इस प्रकार किसी गविमाव बिन्दु के विन्दुपय का समीकरण ज्ञात करने के 
लए हमें निम्न विधि का प्रयोग करना चाहिए । 

(7) विन्दुपय पर किसी विद के चलित निर्देशांक (४, ») मान लें । 

(ध) बह नियम अथवा प्रतिवन्‍्ध लिख लें #  अनुप्तार इप्त बिन्दु शो 
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“« अभोष्ट समोकरण है 
(४--४)*+»% + (++ ०)१ + है «८ 27३ 

अथवा 22% - 227 4-243 ७» 272 

अर्थात्‌ अश्क औीच्यीी थे 
2-]. एक समोकरए का लेखाचित्र प्यवा विदुपषष (0ाओछी ण 

]0008 ० ध्पृपथा09 ) 

चरिभाषा : किसी प्मोकरण का लेखाचिन्र वहु पथ या वक्त है लो 
एक ऐसे गतिमान बिन्दु से झंकित किया जाता है जिसके निर्दोशांक (४, ») 
दिये हुपे समीकरण को प्व॑दा संतुष्ट करते हैं । 


मान लो हम समीकरण )*--2»+3+-5>» का लेखा चित्र ज्ञात करना 
चाहते हैं। इस समीकरण को संतुध्ट करने वाले किसी बिन्दु के निर्देधाींकों को 
बुनते समय उसमें से हम केवल एक के ही मान को स्वेच्छा से ले सकते हैं । 
अथदा 9 में से एक को अपनी इच्छानुसार कोई मान देने पर दूसरे का मान 
समीकरण की सहायता से निश्चित हो जाता है वर्योंकि (४,)) के संगठ मान ही 
समीकरण को सन्तुष्ठ फर सकते हैं। यथा मान लो » को हम मान 3 देते हैं तो 
< को हमें केशल वही मान देना पड़ेगा जो इस समीकरण से प्राप्त होगा अर्थात्‌ 
यहाँ » का मान 6 ही होगा । इस प्रकार » के मान 3 के लिए हमे एक बिन्दु 
(6,3) प्राप्त होता है। इसी प्रकार यदि हम 9 को अन्य ऐच्छिक व उचित 
मान देते जावें तो हमें » के संगत मान प्राप्त हो जावेंगे जो दिये हुये समीकरण 
को सन्तुष्ठ करेंगे । यदि हम इस प्रकार प्राप्त निर्देशांकों वाले विन्दुओं को 
समतल पर अंकित करें तो ये बिन्दु साधारएतया किसी वक्त पर स्थित होंगे 
पह चक्र ही समीकरण को लेखाचित्र होगा। इस चक्र पर स्थित सब बिन्दुओं 
के निर्देशांक इस समीकरण को सन्तुष्ठ करते हैं । 

बक् के समोकरण से हम सरलता से वक़ पर स्थित अनेक विन्दुओं को 
ज्ञात कर सकते हैं। विज्ञोमतः अनेक अंकित विन्दुओं से वक्त को ठीक प्रकार 
से खोंदना तथा फिर उसका समीकरण ज्ञात करना इतना सरल नही है। 


36 ] [ खण्ड (अ) निर्देशांक ज्यामिति 


घलना है तथा इसकी सहायता से प्रइन में प्रयोग आने वाली 'शाश्षियों 
का मान ज्ञात कर लें । 
(|) दिए हुए प्रतिवन्ध का प्रयोग करके (5 3») में उचित सम्बन्ध 
ज्ञात कर अभीष्ट समीकरण प्राप्त कर लें ॥ 


हृष्टान्तीय उदाहरण 


उवाहरण . यदि एक विन्दु निर्देश अक्षों के समतल में इस प्रकार चले 
कि इसका भुज इसकी कोटि के तिगुने से स्वदा 2 कम्र हो तो इसके विन्दुपथ 
का समीकरण ४२-३3४--2 होगा । यह भागे प्रदर्शित किया जायेगा कि इस 
प्रकार का एकघाती समीकरण सर्वदा एक सरल रेखा को निरूपित करता है + 
यहाँ बिन्दु (,), (4, 2), (-“5,--) इस समीकरण को सल्तुष्ट करते 
हूँ। अतः ये सव इस बिन्दुपथ पर स्थित हैं । * 


उदाहरण 2. यदि एक बिन्दु इस प्रकार अपने पथ पर अग्रसर हो कि 
इसकी दूरी एक दिये हुए विव्दु (2, 3) से सर्वदा 5 रहती हो तो इस बिन्दु 
के विन्दुपध का समीकरण होगा 


(४-2) + (#--3)2-+ 50 
उदाहरण 3. उस बिन्दु के विन्दुपपष का समीकरण ज्ञात करो जिसकी 
विचु (4, 0) तथा (--०, 0) से दूरियों के वर्गों का योग एक अचर राशि 
277 के तुल्य हो जहाँ 77>4 । 


क्रिया : भान लो गतिमान विश्दु ? के चलित निर्देशांक (७, »)) है तथा 
दिए हुए विन्दु क्रमग्म:ः & तथा 9 हैं । 


प्रश्व में दिए हुए प्रतिवन्ध के अनुसार 
722 .- 982 -- 278 
... अब 2९४१-- (४-- ४)? 3- ४8 


तथा ?8*-- (४ +- ०)१+ 38 


2 : रिन्दुपण | [39 


डदाहर्स 2. सूदोइरस २४-25 +3१+८० द्वार निशदरिद दक अीयो 


किया : > ढो इच्चानुदडर मान 0, $ , 4, 2 देऋर » के झान इस 
करते पर तिन्‍त छास्यी प्रात होती है :-- 


[_ |०/३१(7|7[2| ० | की । । 3 | 2 | 
मन ० | व _ ० | 


े को परिउर (2225) 0,2[छे दाइर मान देंदे पर फ के मद बचिकरक्तित 
माठे हैं थठः ब्रोप्ट दक्ष [02] छो दौरा हे दड्धर स्पिद नहीं हो दझटा॥ 
पदि ४७-27, टद कॉ+०- ३3 इसलिए एज झंदिअत्दिठ होषा॥ दिए जद 











अम्-2३ तो उरैल्‍८-- डे छठ 


झ के इध मात के न्िर मोज 
अपिइक्दित कपः ४ 





दिउकी काझुति संसम्त दित्र श्श 
में दो मई है) दिद्र 89 
प्रइनावली 2 (७) 


छिस्यो मंटिना दिन्दु के दिन्दुपएय छा सपोडणए्व 





2. इमका मुत् र्ददा 4 हैं 
3. इस >-झक्ष छे दर इदतो अन्य ले दूर को डिदुनो 
4. इसी दिन्दू (०0) झे दूठे इसको उन्‍्दक्न झे दूसे को दुदुदो है 





हा 


39 ॥ ( खण्ड (अ) ल्र्देशॉर्क ज्यार्भिकि 


(द्ये हुये समीकरण दास तन के करने 
की साधास्ण ज्ञात करना है संख्या में वें स्थित द्न्दुओंः 
को मैं हम में से गुजरता 
दो अभी ८ आकृति हो जाती हैं ' 
श्षयों नें (५) में पीकर रेखाओं 
लेखावित बीजगरणित कीं ते नि होंगे किसी दी हुई समी 
सी प्रकार इसके लिए, 
तथा 9 के संगत -युग्मों के कता 


क्या को 2,-+ 0१ ? * देने पर? के मान 
-- 03 पक नंप्ाए 0, 4 ..«आप्त होते नि दस अकार २, 2 आानों ः 
(लए, निम्न सारिणी प्राप्त होती हैं 7 
,रन्‍ममअममममममभनन 
मम 





24 जिन्दुफ्थ ) - [39 


सदाहुरण 2. समीकरण &*- 25 +३१--० द्वारा निरूपित बक्र खीची । 
छिया : « को इच्छानुसार मान 0, $ ।, ।६, 2 देकर >» के मान ज्ञात 
करने यर निम्न सारिणी प्राप्त होती है ;-- 








ऊ को परिसर (ए४85) | 0,2 |के बाहर मान देने पर 9' के भाव अधिकल्पित 
माते हैं अतः अभ्ीष्ट वक़ [0,2] की सीमा के बाहर स्थित नहीं हो सकता। 
यदि ४०७ --), तब ४25८-३3 इसलिए # अधिकल्पित होगा। फिर जब 


अच्यट) तो )वै्ध८ -हठकक ; 


& के इस मान के लिए भी » 

अधिकल्पित होगा । / 
उपरोधत बिस्दुबों को. हे ० 2 | 

अंकित करने पर हम देखते हैं 

कि ये सब एक वृत्त पर स्थित 


है जिसको आकृति संलग्न चित्र ८ 
में दी गई है) चित्र 9 
प्रइनावली ४ (७) 
निम्त नियमी के अनुसार किसी गतिमान बिन्दु के ढिन्दुपण ढा समोडरन 
ज्ञात करो जबकि (प्रश्न ! मे 7 तक) -- 
!. इसकी कोटि सर्वदा 3 है। 
2. इसका भुज स्वेदा 4 है। 
है इसकी “बम हे हरी इतकी स्जस हे इसी की हिपुक्ी है । 
4. इसी विन्दु (4,0) से दूर इसकी ४-अक्ष से दूरी वी दुगुनो है 
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3, 


॥4. 


३3, 
6. 
47. 
38, 


एक विन्दु इस प्रकार ग्रमन करता है कि उपकी बिन्दु (००,0) भोर 


(-००,0) से दूरियों का योग 2८ के वरावर है धिद करो कि उसका 
विन्दुषथ रु 

अर कम ् 
जद्घ+ ज्गां-ब्ुत ] होगा [ राज. प्रि. वृ., 72 ] 
उस बिन्दु का विदुपथ ज्ञात करो णो (5,339) और (5३, 29) विदुर्शों 
के साथ समरेख है । 
अ और 9 के कई मान-युग्म लेकर निम्द समीकरणों द्वारा निरूषित 
बक्नों को खींचो-- 
() ४+255;.. (४) ३४-७2. 
(8) #+४2००25;.. ([म) ४+)2-6)50. 
()+«* 29; (#) 2१-6७. 
उन बिन्दुओं के निर्देशांक ज्ञात करो जहाँ समीकरण 


2427 4- 63-62 + 9550 द्वारा निरूषित मकर निर्देश कक्षों को 
काठता है। 


प्रइनावली 2 (७) 
५ ( वस्तुनिष्ठ प्रश्व ) 
निम्न प्रश्नों में प्रत्येक के चार उत्तर (8), (8), (०) एवं (०) दिए 
गए हैं । इनमें केवल एक सही है। उसके संकेतात्मक उत्तर का संगत 
अक्षर कोष्ठक में लिखिए :-- 


« उप्त बिन्दु का विन्दुपध जिसकी 3-अक्ष से दूरी उसको >-अक्ष से दूरी 


की स्वंदा दो ग्रुवी रहती है निम्न है-- 
(#) 2ब्च25 (8) >न्न29 
(0) #३. 294 (70) #-- 4४9 


[ छण्ड (अ) लिरदेशार्क 
यदि किसी द्वल्दु की श.। द्वल्दु से दूरी का वर्ग उतकी 2" 
झ्ञ दूरी से सदा ? अधिक हो तो उस दिल्दुपथ होगा हर 
( अ्धचत) (9) आकर न ह 
(0) ४ कलश गे (9) कील है पी 
3, उस ददु की एबढुपच द्दु (4,3) आर (२५१ 4) से स्वेदा समार्त 
दूरी पर रहता हैं ना 
(#) 49८70 ) 25-29 _* 
(०) -2*7 (9) औरत ( 7! 
4. उस बिंन्ई का विस्दुर्पथ जिस पद्धन्दु पर 2, 0) ठथा (>रति )) को: 
छ्ललति वॉर्ल रेखा एक समकोण अल्तरित करे त्लम्त होगा 
(#) अब (9) +0- अं सती 
(०) हक वाह ने 4-0 (9) गन खत (्‌ हर 
5. कोण हैएों को समर्दिमीर्जित करते वीली का समीकरण 
होगा[-7 
(#») >+9 50 (9) >-» कौ 0 
(०) ५ (9) ४ न ( 
6. एक चर (5 मूल इददु ठथी घ्दु (0५ 3) से समाव दूरी पर 
9 का बिन्‍्ई ज्ञात कोर्जिए ( रज- बोर्ड) 72 
थक 


सरल रेखा 
($फथा६ ॥॥0) 








3.0. निर्देशअृक्षों में से एक के समास्तर किसी घरल" रेखा का समौकरण 
ज्ञात फरना। 
मान लो #ऊ एक सरल रेखा है जो >न्‍अक्ष के समान्तर है तपा उससे # 
दूरी पर है । इस रेखा पर कोई 
विन्दु ? (४,)) लो। जसा चित्र 
से स्पष्ट है बिर्दु ? रेखा 8 
पर चाहे कही भो स्थित हो 
इसकी कोटि सर्वदा ? ही रहती 
है। अर्थात्‌ 698 पर स्थित सब 
बिन्दुओं: के लिए ॥७४ अतएव 
अन्यक्ष के समान्तर तथा उससे 
2. बरी पर स्थित एक सरल चित्र 20 
रेखा #ह का समीकरण है + 
जच्त0 न) 
इसी प्रकार )-अक्ष के समान्तर तथा उससे ८ दूरी पर स्थित एक सरक्ष 
रैशा 00) का समीकरण है : 
जिया न) 
उपसाध्य- समीकरण ध#--9#०0 को >्5£€ रूप में रखने पर 





कि 
अच्त-यूड अमक्ष के समान्तर एक सरल रेखा को निरूपित फरता 


#केवल 'रेखा” भी 'सरल रेखा' के लिए ही प्रयुक्त किया जाता है! 
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अर्थाद्‌ >चच्ड 40 2+८ 

या ज्च््नू-० 

क्योंकि यह सम्बन्ध रेखा पर स्थित प्रत्येक बिन्दु के लिए सत्य है अतः 
सरल रेखा ४9 का अभीष्ट समीकरण है-- 

(िल्णाध्+ ० | 

इस समीकरण में का गरुणाक # उस कोण का $808००॥ (स्पर्ण्या) है 
णिसे वह रेखा >-अक्ष की घन दिल्ला से बनाती है तथा राशि ८ इस रेखा द्वारा 
>-भक्ष से काटा हुआ अन्तः खण्ड है 

#। तथा ८ राशियों को उचित मान देकर हम किसी भी रेखा को इस 
समीकरण द्वारा निरुपित करा सकते है । किन्तु इससे वे रेखाएँ निरुपित नहीं 
होती जिनके समीकरण ४-४ रूप के हैं। कोण ० (5२8077/॥) को रेखा 
25फा४+-० का भुकाव ( 700099807 ) वहते हैं । इस रूप में सरल रेखा 
का समीकरण भुकाव अयवा स्परशंम्या रूप में कहा जाता है, यह रूप बहुत 
महत्वपूर्ण है। अतः इसे भली-भाँति समभकर स्मरण रखना चाहिए । 

उपसाध्य 4. यदि रेखा मूल बिन्दु में होकर जाती है तो इसके द्वारा काटा 
हुआ बन्तः खण्ड शून्य होगा । अतः मूल बिन्दु से जानी वाली रेखा का समी+ 
करण 9८7» होगा अर्थात्‌ इसमें अचर राशि ८ नहीं होगी । 

2, थदि रेखा >न्अक्ष के समान्तर हो तो #४5790 0?5-:0 और समी- 
करण 9-८ का रूप धारण कर लेता है । 

टिप्पणी : समोकरण #-77॥४-+-८ में अन्त: खण्ड के छिए प्रयुक्त राशि 
८ घन होगी जब रेखा 3-अक्ष को मूल बिन्दु से ऊपर काठे और ऋण तब होगी 
जब रेखा 3-प्रक्ष को 0 से नीचे की ओर काटे | पुनः भुकाव के लिए प्रयुक्त 
राधि | उस कोण का 808८0+ होगी जो दी हुई रेखा द्वारा >-अक्ष की घन 
दिशा (ए०भ।ए० त८८प०७) बर्यात्‌ 05% (न कि 057) से बनाया जाता) 
है। इस प्रकार ० के न्‍्यून व अधिक कोए होते के अनुसार #? घनात्मक यह 
ऋणुत्मक होगा । 
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32. श्रन्त:खण्ड रूप (ाधन्व्फा गिए) 

उप्त सरल रेसा का समोकरण ज्ञात करना घो निदेशक बक्षों से दिये 

हुए भन्‍तः खण्ड काटे । 

मान लो सरल रेखा ४४, >-अक्ष तथा 7-वक्ष से फ़मशः ८ तथा 8 इकाई 
चके बरावर अन्तः खण्ड काटती है ] 

मान लो ये अन्त: खण्ड 05 तथा 

"09 हैं। & 8 पर कोई बिन्दु ? लो 
जिसके निर्देशांक (४,») हैं। ? से >न्प्रक्ष 
'पर पर लम्ब खीचो तथा बिन्दु 0 को 
४ से मिला दो । 


>भ्रव चित्र मे 08 --4, 08550, 
५ 0"९२-२, शए->7 


स्समरूप तरिभुज #ए० तथा 809 से हम देखते हैं कि--.. चित्र 22 
शि _प8& 05-00 
फठ छठ ठ्ड 
है $ 9 ख न अर 
"अर्थात्‌ आप कट न्न्द्व करता 
क्योंकि यह सम्बन्ध रेखा पर स्थित प्रत्येक बिन्दु के निर्देशांको के लिए 
न्सत्य है अतः उस सरल रेखा का समीकरण जो अक्षों से अन्तः खण्ड ८४ धौर 8 


न्क्राटती है, [55% | हि आकर 
8 _% 


- 'विकल्प,विधि--चित्र द्वार हम देखते हैं कि 
60 087 + ७0857-- 0508 








अर्थात्‌ ३ 8:४-+- ३०३०-३४ 
या 8%+ व जच्च8 
अ्दोनों पक्षों को 8 से विभाजित करने पर 

कि 


जाहिर , जो रेखा का अमीष्द समीकरण है । 
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.. 4-.2%04+-3)८4_ 34 
अत; | 8३ जफजडीा+ का 
298+32८0_ 28 
न बैक... इक जल 
और ड ड 


5 425४5 तथा 89: --0 
अतः रेखा का अभीदट्र समीकरण है 


4 2 
किक! 
अर्थाद्‌ 2अ-जश ८ 70. ड्त्तर 


उदाहरण 3, एक सरल रेखा ऐसी हैं कि इसका निर्देश-अक्षों के 
बीच का भाग दिन्दु (८, £) पर समद्िभाजित होता है; प्लिद्ध करो कि इसका 


समीकरण _ र्ः ज्ः2 है। 


किया: मान लो रेखा 50 का अक्षों के बोच वाला भाग 88 बिंदु 
74 पर समद्विभाजित होता है। 05% तथा 0५ पर क्रमशः )वीप तथा 
8४६ लम्व शानिए | तद 077--व तथा ०08०-९७ 


अब बयोंकि २९ तथा 7२ क्रमथः 08 
तथा 09 के मध्य बिन्दु हैँ, 
045-:2082--26 
तथा 085 207 -- 20 
-* » रेसा 88 का समीकरण है 





50] [ खण्ड (अ) निर्देशांक ज्यामिति 


3-3, लम्ब रूप (एशएथ॥३तीएांधि ते 


किसी सरल रेखा का समोकररा ज्ञात करना जब सूल विन्द्‌, से उस पर 
डाले हुए लम्ब की लम्बाई तथा इस लम्ब का >-अ्रक्ष पर भुकाव दिए हुए हैं । 
[ राज. बोर्ड; 74 ,] 


मान लो सरल रेखा 69 हैं, उस पर मूल बिन्दु से डाछा हुआ हलम्ब 
00 ७०४ है तथा इस लम्ब का >-भक्ष से भुकाव अर्थात्‌ कोण १/0% «० है। 

इस रेखा पर कोई बिन्दु 7 लो 
जिसके निर्देशांक (०, 5) हैं। ? से 
05 पर रूम्ब शे, खींचो, फिर इसके 
पाद . से 008 पर एक लस्ब 
खींचों और 9 से 7.४8 पर भी एक 
लम्ब शेर खींचो । 

जैसा चित्र से स्पष्ट होता है 

८.70. -- 907-.. / ९7,0 

घूम / २2५,:--0. 

अब 7-50 5००0४ -- २४ -- 07 +- शेप 

“, निभुज 087, से 0ए४ --:0]., ००७ 0--> ००5 6 

तथा नरिभुज शत से ऐप <>ए, शा हसन) आए 6 

न चन्ज ०05 6+> 580 6 
अत। रेखा का अभीष्ट समीकरण है 


हिव्ण्ट कर का ठस्य पिलभन-ल >> 


४०084 +5 आ उ स| 








हिप्पणी : क्योंकि # एक लम्बाई को व्यक्त करता है अतः इसे एक धरम 
(7०४९७) संख्या माना जाता है तथा ५ वह कोण है जो यह लम्ब 0)0--४, 
>-भक्ष की घन दिशा से वामावर्स दिल्या में बनाता है अर्थात्‌ ०-० / ४०४5 
भौर ० का हम सवंदा-४ तथा « के वीच चाला मान ही लेंगे क्योंकि यही .- 
इस कोण का मुंस्य मान (शा|7०७9०) एथेघ०) होता है । 
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इृष्टान्तीय उदाहरण 


उदाहरण 2. उस सरल रेखा का समोकरणा ज्ञात करो जिस पर मूल 
बिन्दु से डाला हुआ लम्ब 6 इकाई के वरावर है तथा यह ल्म्व >न्यक्ष की 
घन दिल्ला से 357 का कोण बनाता है। 
क्रिया : यहाँ 750 तथा 65535% 


जिससे ०0४ 6--००5 ]3 202 





ज्र 
गा ५ ] 
और ७ा। 65-६० 357--हत्र 
»« अभीष्ट समीकरण है: 
4 व शक हु 
ब 7 नर 7 क्न 
८2 का श 
अर्थात. >--२+6२/25-० चित्र 26 


उद्दाहरण 2. एक सरल रेखा पर मूल बिन्दु से डाला गया लम्ब 3प्ञक्ष 
से 30" का कोण बनाता है और इसकी हरूम्बाई 2 इकाई है। इस रेखा 
का समीकरण तथा इसके द्वारा अक्षों से काटे गए अन्तःखण्डो की लम्बाई 
ज्ञात करो । 

क्रिया : यहाँ दी हुई रेखा पर डाला गया लूम्ब >-मक्ष से 
907 4 30?-- 207" का कोणा बनाता है तथा इसकी लम्बाई 2 है| 

अतः रेखा का अभीष्ठ समीकरण है : 

% ००४ 207-- | ४० !20?5७2 


3 
अर्थात्‌ दा दल अथवा >/3 हस्त 4 
व] ० कम 
अषता वा हक प 
कद] 
अतः इसके द्वारा थक्ष से काटे यए अन्तःखण्डों की लम्बाई क्रमशः 
4 

4 त्या ज्र्श है । 
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यहाँ रेखा &-अक्ष को मूल विन्दु के वाई ओर और 3-अक्ष को मूल बिन्दु 
के ऊपर की ओर काठती है ! 

टिप्पणी ; अनुच्छेद 3', 352 तथा 3"3 में प्रतिपादित एक सरल रेखा 
के प्रामाणिक रूप (इाशातंआते #0ए) वाली समीकरण को ध्यानपुर्वेक 
अध्ययत करने पर हमें निम्नलिखित वातें स्पष्ट हो जाती है :-- 

(7) इन तीनों रूपों की समीकरण में से प्रत्येक में दो अचर राशियों का 
प्रयोग हुआ है। इन अनुच्छेदों में प्रयुक्त ये राशियाँ क्रमशः 77, ०), (०, 9) 
तथा (2,०) हैं । इससे प्रतीत होता है कि एक सरल रेखा की स्थिति को 
नियत करने के हेतु दो नियन्त्रणों अथवा प्रतिवन्धों की आवश्यकता है | इन 
तीनों अवस्थाओं में से प्रत्येक में ये दो प्रतिवन्‍्ध दिये हुये हैं। हमें समतल 
ज्यामिति से भी ज्ञात है कि एक सरल रेखा को मिर्धारित करने के लिए दो 
प्रतिवन्‍्धों की आवृश्यकता होती है यथा एक रेज़ा दो बिन्दुओं में से होकर 
जाती हो अथवा एक बिन्दु भें से होकर जाती हो तथा किसी अन्य' रेखा के 
लम्ब हो । 

(7) ये सब समीकरण ५४ तथा » में एकघाती हैं। हम अनुच्छेद 34 
में व्यापफ रूप से सिद्ध करेंगे कि प्रत्येक रेखा का समीकरण एकघाती 


(7८2) होता है। 


प्रश्नावली 3 (५) 
. उस सरल रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो >-अक्ष के समान्तर है तथा 
(४) मूल विन्दु से ऊपर की ओर 4 इकाई की दूरी पर है। 
(7) मूल विन्दु से नीचे की ओर 7 इकाई की दूरी पर है । 
2. 3“अक्ष के समान्तर उव सरल रेखाओं के समीकरण ज्ञात्त करो जो मूल 
बिन्दु से क्रमशः 3,--4 और है इकाई की दूरी पर हैं। 


3. विच्दु (-3,2) में होकर 3-अक्ष के क़मानुसार समान्तर व रम्व सरल 
रेखायें खींची जाती हैं। उनके समीकरण ज्ञात करो । 


डे 
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4, उस सरल रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो 

(7) >-्ञक्ष से 44 का कोण बनाती है तथा ।“अश्न से 2 इकाई के 
बरावर अन्तः सण्ड काटती है। 

(४) )3-अक्ष को मूल बिन्दु के नीचे की ओर, 5 इकाई की दूरी पर 
काटती है भौर 3-अक्ष की घन दिया से 20" का कोण 
बनाती है। 

(४) >-भक्ष से +9 का अन्तःखण्ड काठती है और >-अक्ष से 
कला [2 ( ज् ) का कोए बनाती है। 

$. उम्र सरल रेखा का समीकरणरा ज्ञात करो जो मूल बिन्दु से गुजरती है तथा 

(7) 05 से द्वितीय चरण में 30? का कोए बनाती है। 

(४) 09५ से प्रवम चरण से 60? का कोण बनाती है । 

6, निम्न रेखाओं द्वारा )-अक्ष से काटे गए अन्त.खण्डो की लम्बाई तथा 
>>अक्ष से बनाये गए कोएणों की माप ज्ञात करो-- 

(7) ++/37+6;. (४) 3४-23555 

7. (7) उन सरल रेखाओ के समोकरण ज्ञात करो जो दोनो अक्षो के बीच 
के कोणों को समद्विभाजित करती हैं । 

(४) उच्च सरल रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो >-अक्ष की ऋण दिशा 

से 4 इकाई के बराबर अन्तःखण्ड काटे और कोण 509 के समद्रिभाणक 

के समान्तर हो । 
8, उप्त सरल रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो » त़था )-अक्ष से क्रमशः 
निम्नलिखित अन्त: खण्ड काटती है-- 

6) (5, 3); (४) (--% »); (४) (4, 5) 60 (-१, -१% 

उस रेखा का समीकरण ज्ञात करो (प्रश्व 9 से ) 3)-- 

9. बिन्दु (2, 3) से ग्रुजस्ती है तथा अक्षों से बरावर के अन्त सण्ड 


काटती है । 


3४ के: 
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हैं। इस रूप में प्रथम घात के & झौर » वाले दोनों पद तथा उससे कम अर्थाद्‌ 
घूल्य धात का भी पद (0) विद्यमान है। अतः यह प्रथम घात का व्यापक 
समीकरण (0क्काद्ार्ज ध्युएथात6ता ० जिला 0०8:००) है। 

मान लो (>,,)१)+ (2207) तथा (3३,०५७) इस समीकरणा द्वारा निरूपित 
विन्दुपथ पर तीन बिन्दु हैं। 

क्योकि ये बिन्दु इस बिन्दुपथ पर स्थित हैं अतः इनके निर्देशाक समीकरण 
(!) को सन्तुष्ट करेंगे । 


42, + 89, “050 (2) 
2 + 8)02+ 0550 न» 3) 
2५ + 89,+ 06750 (4) 


इन तीन समीकरणों में से तीन राशियों &, 8 तथा 0 को लुप्त करने पर 
सारिणिक रूप में प्राप्त होता हे 
ख् ग्र 4 
8 22 | 
अढ 23 7 

किन्तु जेंध्ा अनुच्छेद %6 में प्रदर्धित किया गया है, (5) से सिद्ध होता 
है कि एक त्रिमुज का, जिसके धोपे (5, ». (२७ 2), तथा (33, 39) हैं, 
सेत्रफल शून्य है। इस प्रकार बिन्दुपय पर स्थित किन्ही तीन बिन्दुओं द्वारा 
निम्मित विभुज का क्षेत्रफल शून्य के बरावर प्राप्त हीता है अर्थात्‌ ये बिन्दु एक 
सरल रेखा पर हैं। अतः सभोकरण ४»+ 89 +0०5-0 एक सरल रेखा को 
निहूपित करता है। 

टिप्पणी 3. यद्यपि सरल रेखा के व्यापक समोकरण 8४+ 29+९०5-0 
में देखने माप से तीन अचर पद प्रतीत होते हैं किन्तु वास्तव में इसमें दो ही 


५ पे ५ 
स्वतन्त्र अचर पद है क्योंकि इसको हम चह्ल+ हा + 4550 के रूप मे भी 


घ्ह्0 न्न्5) 








रख सकते हैं जिनमे ते को #/ त्बा-ह को 8” रखने पर समीकरण का 
रूप &/४+ 3774- 50 होता है और इस प्रकार समीकरण में केवल दो ही 
अचर पद शेप रहते हैं । 


56: ] [ खण्ड (अ) निर्देशांक ज्यामिति 


टिप्पणी 2. यदि दो समीकरण ८०--0 + ८०0० तथा 4(४+ 299 -- ०८७०0 
। ८ 


न्पा (44 घ्च्ड 
एक ही रेखा को निरूपित करें तो क् उछतततला 


मर्थात्‌ समान पदों के गुणक समानुपाती होंगे अथवा एक समीरकण दूसरी 
समीकरण को किसी अचर संख्या से गुणा करने पर ग्राप्त होती हैं। यथा 
3%-- 27-- 7550 तथा ५#न 87--4--0 एक ही रेखा को निरूपित 


करते हैं । । 
3-5. सरल रेखा के व्यापक रूप वाले समीकरण को प्रामाणिक रूप सें 
रखना । | 
प्रथलत रूप : 3 ल्यामड न “;ब्छेद 32) 
व्यापक रूप 8>+ 89+ 0550 को इस रुप में नि... सुख सकते हैं । 
शैि ॥& के । 
आज्ू+ज-पच्धा ना 


फ्रे फ्ठ 
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अथवा ह+5:हता! 
स छठ 
यह डर हक ] के रूप की है। अतः उस सरल रेखा को निरूपिव करती 
है जो अक्षीं से - पता “हुक बराबर अन्तःसंड काटतो है । 
तुतीप रूप : 2००5 0+9 धा० एच: ( अनुच्छेद 34 ) 


, &४+989+05-0 को इस रूप में रखने के लिये मानलों ये दोनों 
समीकरण उस एक ही रेखा को निरूपित करते हैं। तव समान पदों की तुलना 


























करने पर हम देखते हैं कि 
९०४ 0 _ ७9 0__-/४ 
& छूट 
बर्चात जी व माप पी ००४० भाध्य्य __ 
ढ॑-ह्ब्त77ह5 7“ छक्के “न्‍क्कके 
जिसते ००४ 6ल्‍+ 2 ४ छा 6-+- 
83 + 85 छी2 न 83 
तथा #++-_ ८ 
/82+ 85 
इस प्रकार व्यापक रूप वाली समीकरण को निम्न प्रकार से रख सकते हैं : 


- | ट्‌ 
ज्ऋष्के ? 7 तछपफए़ 7? 7 उछ्केछा ता 
इस प्रकार 0४+-89+ ९-६0 को र ८०5 0+ ३ शत 655४ रूप में 
रखने के लिए हम पहले अचर पद को ऋण बनाते हैं वयोंकि यह दक्षिण पक्ष 
में आने बाली एक घन राशि (लम्ब को लम्बाई) को व्यक्त करता है । फिर सब 
पक्षों को /क8+ 88 अर्थात्‌ > तथा » के गुखांकों के वर्गों के योग के चरगमुल 
से भाग देंने पर अभी£ष्ट रूप प्राप्त होता है। 





लरसठ रेखा |] [ 59 


इस प्रकार दी हुईं रेखा पर मूल विन्दु से डाले हुए लम्द को लम्बाई 


6 +३/..5 
--5८८ है तथा अ-अक्ष पर इस लम्व का मकाव गन जि ) है । 
४४ 3 


कं 
36, जेसा कि हम पहिले हो देख चुके हैं कि कसी सरल रेखा को स्यिति 
निवत करने के लिए दो प्रतिदन्बों की आवश्यकता होती है। अब हम 
निम्त दो प्रतिवन्धों पर विचार करेंगरे-- 
(7) रेखा एक विन्द्र में मे होड़र तथा एक दो हुईं दिद्वा में खींची जाती है। 
(४) रेखा दो दिए हुए विन्दुओं से गुजरती है ! 
रेखा का समीकरण ज्ञात करने के लिए पहिले हम इसका समीकरप प्रामाणिक 
रूप )न८7४+ ८ में मा्नेगे, फिर दिये हुए प्रतिवन्धों की सहायता से इसमें 
प्रयुक्त बचर राशियों का तया ८ के मान ज्ञाठ करेंग्रे॥ बन्द में इनके मानों को 
समीकरण में प्रतिस्थादरित करने पर बभीष्ट समीकरण प्रात्त होगा । 
3.7. एक दिये हुए दिन्दु से गुजरतों हुई तथा एक दी हुई दिशा में सोंची 
हुई रेखा का समीकरण ज्ञात करना (विु-टुकाद रूप) 
मान सो दिया हुआ बिन्दु (४,359) है तथा रेखा उन्‍्जक्ष से कोण 
9(--५४॥ 77%) बनाठी है । 
हम जानते हैं कि >-प्रक्ष से ०८०३3०- 7# को बनाने वाली छिसी रेखा 
वा समीकररा है + गाज +९ न) 
अब क्योंकि यह रेचा विन्दु (5, 39) में होझर जाठी है अतः इस विन्दु के 
निरेशांक ममोकरण () को संनुष्ट करेंगे । 


न... म्रतचशण्य+० 
अतः ट्ल्ल्ज्--ण्ण नन्नू2) 
८ के इस मान को (]) में प्रविस्यापित करते पर सरल रेवा दा अभीह 
समीडरस प्राप्त होता है: स्त्श्ण्+उ,- रण्य 


कर्यात्‌ प्ल्ह्ल्ण्ज्ज्श स्सज-आ) 
जोडि 


उदाहरण-उस्त सरल रेखा का समोद्रदा ह्वाव कीजिए जे 


में होकर मुजरे और >-अज्ष से 45? दा कोन दनादे । 
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मान लो रेखा () बिन्दु (, 2) तथा (4, 3) को मिलाने वाली रेखा 
को अनुपात २: ] में विभाजित करती है । त्व विभाजन बिन्दु के निर्देशाक होगे 
(: »+!. 3%+2 ) 











ग्रके। ! उका 
बयोकि यह बिन्दु रेखा () पर स्थित है अतः 
4)3+ ] 33+2 स्का 
ठ्र्का ञ्र्का 
अथवा 7%+3555»-5३ 
अर्थात्‌ ऊ>च्च 


“« अभीष्ट बनुपात : | है। 
3:8. एक दिए हुपे बिग्दु (४,, ),) से गुजरने वाली तया >-अक्ष से 6 कोण 
बनाने घाली रेखा का समीकरण निम्न रूप में ज्ञात करना 
अं ओ 72 
00०5 8 $0 6 


जहाँ 7 रेखा पर स्थित किप्तो बिन्दु की दिये हुए बिन्दु से दूरी है । 
* रिाज०, 66] 








है चित्र 27 
मान लो रेखा 28४ पर दिये हुए निर्देधांकों वाला बिन्दु & तथा इसी 
९४ पर स्थित किसी अन्‍य डिल्दु ? के निर्देधांक (४) हैं कोर दूरी 
ब्य्डा 
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इस रेखा पर बिन्दु (4, /3) से # दूरी पर स्थित किसी बिन्दु है के 
देंधवांक [ ]+>-, ४3 डी ग) होंगे 
मान लो यही विस्दु इस रेखा तथा दूधरी रेखा #+#६/3७-8 का 
तिच्छेद विन्दु है। तब ये निर्देशांक इस द्वितोय समीकरण को सन्तुष्ट करेंगे । 
« 7 2 ड् 
“ [ +हू)+[ ४१+कर ) २3-5४ 
7 3 
अथवा [+ न्डु +3+ न्क् क 8 
या... शाबू4 
न. सत्2 
अत: अभीष्ट दुरी+2 इकाई । 
प्रबनावली 3 (०) 
उस रेखा द्वारा /-अक्ष से काटे हुए अन्तःखण्ड की लम्बाई तथा इसका 
>>अक्ष से भुकाव ज्ञात करों, जिसका समोकरण है-- 
(0) २४+7»/< 8; (7) 47- 3:+ 5550. 
(8) >->२+%/35-0 [ राज,, 64] 
सरल रेखा 4४+3/-57 निर्देशांक कक्षों को बिन्दु & भौर 9 पर 


काटती है | अन्तःखण्ड 08, 08 की लम्बाई तथा कोण 588 और 
तिमुज ४09 के क्षेत्रफल के मान ज्ञात करो । 


. निम्त समीकरण द्वारा निहूपित रेखा पर मूल बिन्दु से खीचे गए लम्ब 
की लम्बाई तथा >-अक्ष पर उसका भुकाव ज्ञात करो । 

(४) ४--६/3/५55; (गे) 7४--2+ 5550. 
सरल रेखा 2४+ 32-55 द्वारा अक्षो के बीच में काटे हुए अन्तःखण्ड 
की लम्बाई तथा उसके मध्य बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात करो | 
उन सरल रेखाओं के लेखाबित्र अंकित करो जिनके समीकरण है-- 

(0) 2४+ 950; (8) 3४-475८6; (77) ४#+27+35%0 


० 
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44. 


36 


47 


20. 


उप्त ब्रिभुज की भुजाओं के समीकरण ज्ञात करो जिसके श्षीों के 
लिर्देशांक हैं; 

(7) (0, 0), (2 3), (-4, 5); 

(४) (-१,-2), (3, ०), (४, 2)- 


» एक तिभुग ह00 के शीर्ष क़मणः 6 (20, 4), के (“4 9) तथा 


0 (०-2, --3) हैं। # से ग्रुजले बाछी इसकी माध्यिका का 
समीक्षरण ज्ञात करो । 


उत्त रेखा का समीकरण ज्ञात करो णो विन्दु (० £) भोर (०, /) 
के दीच की दूरी तथा (--०, 6) और (०,-- ४) के बीच की दूरी का 
समद्विभाजन करती है। 

उत्त रेखा 88 का समीकरण ज्ञात करो जो विन्दु 8 (,-- 2) से गुशरती 
है वा +-अश्ष से 457 का कोप बनाती है; इस रेखा द्वारा बिन्दु 
है तथा रेखा ४-3/+ 5550 के धीच मे से काटे हुये अन्तः खण्ड 
की लम्बाई भो ज्ञात करो । 


« वह दिशा श्ञात करो जिपमें बिन्दु 8 (, 2) से गुजरती हुई एक सरल 


रेशा 88 सीची जाएं जिससे रेखा ++>>4 तथा ४ के प्रतिच्छेद 
बिन्दु की बिन्दु (!, 2) मे दूरी ३२/० हो । [रिज; 58] 
उस सरत रेसा का समीकरण ज्ञात करो जो बिन्दु # (2, 3) से 
गुजरती है और >न्वक्ष से 45" का बोग बनाती है। यदि यह रेखा 
अक#+ |२0 को बिन्दु 8 पर काटतो है, तो है की सस्बाई 
ज्ञात करो । भिछ; ०2] 
एक सरल रेखा जो बिन्दु 0 (4, 2) में से गुजरती है रेखा 
ह०29+-4८०0 को बिल्दु 0 पर मिलती है । झरि 9 धिदरी ०/2 
हो तो प्रयम रेखा कौ दिद्या ज्ञात फीजिए । 
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प्रदनावली 3 (८) 
( चस्तुनिष्ठ प्रइन ) 


. >-अक्ष के साथ 60? का कोण बनाने वाली तथा 3-भ्क्ष की ऋण दिद्या 
से 4 इकाई के वरावर बन्तःखण्ड काटने चाली रेखा का समीकरण है--- 
(४) १/३/+#- 4550 (8) >- /3>४-- 45८0 
(0) #++-/3४-459 (0) ./37-»>४+450 ( ) 

92, समीकरण >४+4/3794-5--0 द्वारा >अक्ष की धन दिशा के साथ 
बनाया हुआ कोण है--- 

(») 30९ (8) 60% 
(0) ॥207 (0) 50९ ( 9) 

3, >-अक्ष तथा 9-अक्ष से क्रमश: 3 व 2 इकाई के अन्त.खण्ड काटन वाला 
रेखा का समीकरण है | 
(9) 2%2-3275%0 (8) 32+2:9वू। 

(६) 2४+ 395 9 (70) 22+ 3/च्ल ) [ ) 

4, सरल रेखा 32--475-5 द्वारा अक्षों के बीच में आए हुए वन्त:खण्ड 


वी छूम्वाई है--- 

(8) दि (8) ॥ (०) 5 (2) न ( ) 
किसी सरल रेखा पर मूछ विन्दु स डाला गया छम्ब 4 इकाई के वरावर 
हैं तथा >-ब्रक्ष के साथ यह 35? का कोण बनाता है उस रेखा का 
समीकरण होगा--- है 
(8) ४#-7-544१/2 (2) #9->४७०७4./2 

(५) झन॑->5६2५/2 (0) 95-२५524५/2 ( ) 
उस सरल रेखा का समीकरण निस्न हैं जो बिन्दु (3, 5) में से गुजरती 
है तथा अक्षों से समान मंत.खण्ड काटती है--- 

(8) 322+595%-58 (8) $%+ 379४-६४ 

(५) >+#क्ू0 (0) #9+>#-2 ४०. . -) 
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यदि समीकरण 2४+ १/३3 #-- 45-50 को मुकाव रूप में रखा णाए तो 


अचर राशियों के मान निम्न होगे-- 








(6) शान + 24 ८4 (8) कल्ऊतर है व्ल्-जक 
2 4 

(0) क्मऊ लक $०ञ्ट (०) ास्त-- उदार ट्च्ब््ठ 
( ) 


» &#+ / 37554 को लम्व रूप में बदलने पर अचर राशि / तथा «(के 


निम्न मान हूंगि-- 
(8) #स52; ०5३०९... (8) #च२2; ० २८60९ 
(0) 0७54६ ०४ ०८३०९ (0) 7-54; ०८०७6७०९ _ ( 


बिन्दु (-, 2) में से होकर जाने वाली किसी सरल रेखा का समी- 


करण होगा+-- 
(0) 2 2ह॥(-))... (8) #+ २७६७(२--। ) 
(0) #>-2स०(>+ ) (0) #+2चतक(>+ !) ( ) 


, बिन्दु (“5 3) तथा (2, ।)) को मिलाने बाली सरत्त रेखा का 


भुकाव होगा-- 
(७) -#$ ७) -| (७-३ (0 -+| ( ) 


« मूल बिन्दु को बिन्दु (“/,-35) से मिलाने बाली देखा का सप्ती 


करण होगा++ 
(8) 5&--7/>50 (8) 5४+#55० 
(0) <+7+०95>0 (2) ४++7- 655० ( है 


» विन्दु (!,--१0) तथा (4, 5) को मिलाने वाछी सरल रेखा >्प्रक्ष को 


निम्न बिन्दु पर मिलती है-- 
(8) (-३, ०) (8) (3, ०) 
(०) (523, ०) (2) (2!, 9) 
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त्ज 
के 


विरय (-- 0,-- 2) और (4, 5) को मिलामे वाली रेखा को />अंक्ष 
मिम्म अगुपात में फाठती हैं-- ! 
(&) 355 (80) 552 
(0) 2६5 (9) !5: 2 ( ) 


विविध प्रशनावलो 3 (0) 
( राणस्थाग बोर् शी परीक्षा के प्रएन ) 
( परतुनिए्थ प्रधम ) 


3 गत 

राभीपरण 3>%“ट्रा 7 २ घ्य5 तारा मिछपित रारत रैशा है 
[ 7967 ] 

(४) 'मुम्ायएप (900 णिएा) में 

(8) अग्त। गषण्ठ रुप (छः 0८ 0) में 

(0) नश्य सूप (?०फुणाहीण्ोता णिएग) में 

(2) उपरोष्त झुपों में से कोई भी पह्ठी । ( ) 

रैसा 0४ 4#-- 4550० फे > थे » प्रक्षों पर भ्रन्त,सण्ठ फ्रमबा: होंगे 
[१967 ] 

(/) $ भौर--) (3) | भर । े 

(0) | भौर-).. (7) )॥ और । ( ) 

बिभदु (57,०६4) ता (!, २) भी सिल्लाने थाडी सरज़ रेखा मी 

प्रयणता होगी-- [967 ) 


(0) ४) “१ (०+ (9)-$ ( ) 
उग सरल रेणा फा रामीकरण शात़ फरो जो विश्यु (5,2) में होकर जाती 
है तथा अं से समाग अख्तासण्ड फाठता है । [968 ] 


( १४३५ ७९१६४१५१४६ ७६६९ ) 
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5, 


» बिन्दु (--5, --4) तथा (9, 2) को मिलाने वाली सरल रेखा का 


उस सरल रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो अक्षों पर बरावर अन्तःखण्ड 
काठटती हो और बिन्दु (4, 5) में होकर जाती हो । [4969 ] 
री 





भुकाव (5)09०) है-- [7970 ] 
(0) +४3 (8)+$ (७0३ (0)-2 ( ) 


« सरल रेखा ४+ /39+3 5-0 का 3 अक्ष पर बन्त:खण्ड है- [4970] 


(७) 3 (8) -३3 (०) ३ (०0-४3 ( ) 


8. सरल रेखा 2४- 39556 द्वारा क्रमशः » और » अक्षों पर काटे गये 
अन्तःखण्ड हैं-- [7977] 

(8) 2 और -3 (8) $ और - ३ 
(0) 3 और -2 (20) 8 और ३ ( ) 
9. सरल रेखा 3 +-4)555 की प्रवणता है-- [7972 ] 
(0) ३ (8) 8 (०-॥ (0-5 # (६ ) 
0. रेखा 7४+8/-5$5-0 के लम्बबत रेखा की प्रवणता है-- [972] 


कन+ 


( 
» बिंदु (--3,4) तथा (--5,6) को मिलाने वाली रेखा को (| 


(0) ह8 (8) >5 (७ -# (०) %# (५ ) 
( संद्धान्तिक प्रइन ) 


« बिन्दु (4,5) तथा (--3,--2) को मिलाने वाली रेखा को >-अक्ष किस 


अनुपात में विभाजित करता है ? [7968] 





(8४) 3-भक्ष किस अनुपात में विभाजित करेंगी । [7969] 


4. 


सरल रेखा (क्रमशः) 
5६2४ ४॥१६ 78 (८०१६९,) 





बल्कि: 


4'0. दो दी हुई रेखाओं के बीच का कोर ज्ञात करना : 
मान लोदी हुई रेखायें &8 तथा 00 हैं जो >न्भक्ष को $ तथा 9 








चित्र 28 
विन्दुओं पर काटती हैं। फिर मान लो रेखायें 88 तथा 0८0, >जक्ष से 
क़रमदा: 6, तथा 6; कोण बनाती हैं और उनके बीच का कोण &?0--७ है । 
अब जसा चित्र द्वारा स्पष्ट है 8557090/- 62 
अवस्था --मान लो रेखा 88 तथा 000 के समीकरण क़मण; 
अन्ना + ९] तथा अच्स्याछू5 + ८9 हैं । [ राज., 68, 72]. 
जहाँ ६४0 8,5>807 तथा 0 8,5-772 
अब 9-98, - 92 
«था 8-4 (6,-- 892) 
ई80 9,- 970 92 
।+ 27 6, 780 62 


४० 6-० 7: कया पाला 
4 +- गरा।ए/ 


बा [शा एक्ष्फत 


या 





गा +-+ 772 
: क्षमीष्द कोण 8-ऋधा॥ (पर्जछ 
अतः जभीष्ट छे [आफ 
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विप्पणी . यदि राधि पलक चनात्मक हो तो यह दोनों रेखाओं 
के बोच के न्यून कोण के /॥86०४ का मान होगी और यदि यह राशि ऋणा- 
त्मक हो तो यह रेखाओं के वीच के अधिक कोण के 780800 का मान होगी । 
प्पणी 2, दो रेखाओं के वीच में न्‍्यूव व अधिक दोनो कोणों के लिए 
यूत्र है-- 
४0 6-+ ने ( कर ) 





]+फ 

किल्तु संख्यात्मक प्रइनों में हम साधारणतः धनात्मक मान ही लेते हैं । 

"टिप्पणी 3 विशेष प्वस्था : यदि दोनो रेखाग्रो में से एक 3>प्रक्ष के 
समान्तर हो तो कोण 6 उपरोक्त सूत्र से ज्ञात नहों किया जा सकता क्योकि 
उस रेखा द्वारा 05 से 90% का कोण निभित होता है और इसके फलस्वरूप 
गाता भ्रथवा 7१५ अनन्त होता है। इस अवस्था में कोण चित्र की सहायता से 
अधिक सरलता से ज्ञात किया जा सकता है १ 

अवस्था [ मान लो सरल रेखाओ के समीकरण व्यापक रूप में दिए 

: हुए हैं ८,%2+97#+ ०३ "0 तथा 4,४+929+ ८सू 0५ 
इन समीकरणों को स्परशंज्या रूप (/802०0-/०7॥) में रखने पर 


__० धर, ८ 
शतणफा- है. एपा शत, १८ ४, 
इस प्रकार यदि इत रेखाओ की प्रवणत्ञा्ें # तथा #४ हो तो 
क्र ८] 
काउतू-7 और का, तू + 7८ 
मे 9 4 छ५ 


कक | न #) ता 
“रेखाओं के बीच का ग्रभीष्द कोण +-ध्श 9३ (2 
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* ढ् ३ 
8 है; ४] 


ध्र्ध 
| १:2 
कक 8,89५ 











वीदिता 2 (22 -402 ) 
ध4; न 0|0५ 


अवस्था ॥--य्द्धि रेखाबों 
के समीकरण 
< ००५ 64+3' #ए 6] --29,550 चित्र 29 
तथा >2 ०05 02+> #॥ 02-792550 रूप में दिये हुये हों तो इन रेखाओं 
पर मूल बिन्दु से डाले गए लम्ब >-अक्ष से क्रम: ०, तथा ०५ कोर बनाते 
हैं । बत: (जब ०, />09५) लम्बों के चीच का कोण ०, --०४ होगा अतएव 


रेखाओं के बीच का कोण जिसमें मूल विन्दु स्थित है मोर जो इस कोण का 
संपुरक (४097]ध967879) है ८ -- (०, -- ०९५) होगा । 


हृष्टान्तीय उदाहरण 


उदाहरण 3. उन दो रेखाओं के वीच का कोण ज्ञात करो जिनके समी- 
रण हें 





32-55 0 तथा 45+ 59-- 8 + 0 
क्रिया : यहाँ ॥] रर छा उैचा शबत्न हे 


2 
4 ' द 
__ ( 5 ) श्र जु 
«“ अभीष्ठ कोर धार 6.2 ) स्तॉधिा मं युठ 
5( ८७5 -6 


23 
जज ॉधा27 7 ... ८". 
द्वछ ( ठ ) 


इस प्रकार रेखाओं के वीच के श्रधिक कोए के (88०08 का मान - 3/5 है। 
नतः इसके बीच का न्यून कोण दया? (2 ) 
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उदाहरण 2. उस रेखा की प्रवणता ज्ञात करो जो निम्न दो रेखाओं से 
समान कोण बनाती है । 
32+#+ 55०0 तथा ४-39 --4 0. 
फ्रिया : भान लो बमीष्ट प्रवणता क्र है । 
े अब दी हुई रेखाओ की प्रवसतायें क्रमशः --3 तथा ३ हैं, वयोंकि वह रेशा 
जिसकी प्रवणता /# है इन रेखाओ से समान कोण बनाती है । 
खा+3 _ इनन्‍्या 
प्र-ःआ 3+ ईका 
हार्न-3 _.-- उन 
जनक उकका 
हियेक प्रात द्वारा 
(3 +0)१०६॥ - 370) 
यवा (3 +/7/7--( 7 307? « 0 
बर्चावु (3+धाक | ० शा) (3+#- + 3%9) ७ 0 
या (4 - 270) (4#+ 2)550 
>नशाज्स्ट अथवों क्रान्‍+ - ॥ 
अतः अभोष्ट प्रवणवां 2 अथव- ३ है । 


4 . दो रेखाप्रों के समानतर होने का प्रतिकाध 


बर्धाव्‌ 


यदि दो रेखायें परस्पर समान्तर हो तो उनके बीच का कोथ घुन्य होगा । 
* बतः इस कोण के (87260 का मान भो शून्य होगा । 


अवस्था --हम णानते हैं कि यदि रेखाओ के समीकरण 
2चघ्||्४;+ 6 वचा #/-+-7॥३४+ ८३ हो वो 


80 65-7१ 
4 + हपएा2 
बतः रेखाओ के समान्तर होते के लिये अभीष्ट प्रतिवन्य है 
छि्ज्णां 


इस प्रकार दोनों रेखाओं की प्रवणठायें (#5) समान होनी चाहिये अर्थाद्‌ 
दैसी रेखाओं के समीकरण परस्पर केवल अचर पदों में ही भिन्न द्वोंगे । 
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अवस्था हीं -- यदि रेखाओं के समीकरण 
बाज +- 99 +०५5-० तथा ०;४+- ०५१ +- ५६7८० हों तो इनके बीच का - 
ना कशि -+श्ग 
44: +- श 29 
अतः रेखाओं के समान्तर होने के लिये 
4/03 50.4, ८ 0 

मा | 3.._ 8६ 

99 09 


फोण. ब्|ाधा 


अथवा 





इस प्रकार समान्‍्तर रेखाओं के समोकरणों में » तथा » के गुणांक 
समानुपाती होते है | विशेष स्थिति में ये गुणांक समान भी हो सकते हैं । 

उदाहरणतः समीकरण 7४+ !7४+॥४८0 तथा 7४-+ शा» 7 ६5 0 दो 
समान्तर रेखाओं को निरूपित करते हैं, क्योंकि ये केवल अपने अचर पदों में ही 
भिप्न हैं । यदि प्रथम रेखा को दिया हुआ माने तो दूसरी रेखा के समीकरण में 
प्रयुक्त अचर पद #' के मान संख्या में अनन्त हो सकते हैं। क्‍योंकि दी हुई रेखा 
के समान्तर अनन्त संख्या में रेखायें खींची जा सकती हैं मोर #' का मात प्रश्न 
में दिये गए विश्षेप प्रतिवन्‍्ध से ज्ञात किया जा सकता है । 

हृष्टठान्तीय उदाहरण 

छदाहुरण 4 उस रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो विन्दु (- 3, 4; से 
गुजरती है तथा सरल रेखा 55--2)' + 7 «50 के समान्तर है । 
क्रिया : प्रथम विधि:---विन्दु (--3, 4) से गुजरने वाली किसी रेखा का 
समीकरण है #- 4 ब्॑ए॥ (४ + 3) »*न ) 


इसको प्रवणता ॥ है तथा दी हुई रेखा की प्रवणता - है । 


« रेखा का अभीए समीकरण 3'-- 4४5 >2(२+ 3) है। 
अर्थात्‌ 5%- 29+- 23 5८0 ५ 5०९४५) 
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द्वितीय विधि : सरल रेखा 5:- 274 75750 के समान्तर किसी रेखा 


का समीकरण 5%- 2. +-८>-० है । (3) 
यदि यह रेखा बिन्दु (-3, 4) से गुजरती है तो इस बिन्दु के निर्देशांक 
समीकरण (3) को संतुष्ठ करेंगे । 
कक 5)2८(-3)-2>»4+८5-० 
ढड €5- 23 


अतः अभोष्ट समीकरण है 
52-279+235--0 
उदाहरण 2. उप्त रेखा का समोकरण ज्ञात करों जो बिन्दु (,2) से 
गुजरती है तथा बिन्दु & (4, --3) और 8 (2, 5) को मिलाने वाली रेखा 
के समान्तर है । 
क्रिया: विन्दु // (4, --3) तथा 8 (2, 5) से गुजरने वाछी रेखा की 


ध् 5+ 
प्रवणता पत्ठू 7 हक ज्त-4 है। 


अतः रेखा ४5 के समान्तर किसी भी रेखा की प्रवणता --4 ही होगी । 

“« विदु (!, 2) से ग्रुजरने वाली ४8 के समान्तर रेखा का समाकरण 
है: 27ै-25:-4(७४-9)) 

अर्थात्‌. #क4%--०550 
4*2. दो सरल रेखाओं फे परस्पर लम्ब होने का प्रतिबन्ध । 

यदि दो रेखाएं परस्पर लम्ब हों तो उनके वीच का कोण 90" होगा । 
बतः इसके /808०0 का मान अनन्त (००) होगा । 





श्रदत्या 4. यदि रेखाएँ #नतह्ाह+ ०] [ राज०, 68, 72 ] 
तथा #-"॥2४-+-०३ परघस्पर लम्ब हो तो इनके बीच 
के कोण के (90260+ का मान 


आप क अंनन्त ध्नन्0 
परकष्य अनन्त होगा बिके लिए ६ - काताय 
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इृष्दान्तीय उदाहरण 


उदाहरण १, उस सरल रेखा का समीकरण ज्ञात करो जा बिन्दु (2,-) 
से गुजरती है तथा रेखा 4४+-39+ 8४-0० के लम्ब है ॥ 


क्रिया : मान लो बिन्दु (2,-] ) से गुजरने वाली किसी रेखा का 
समीकरण के कच्आ (४--2) है। 


इसकी प्रवणता ॥॥ है तथा दी हुई रेखा 45+-37+ 8:50 की प्रवणता 
्+ न है। यदि मे परस्पर लम्ब हों तो 


4 3 
2 जाए ] जिससे 7 च््ञ 
अतः अभीष्ट समीकरण होगा 
>+ 5३ (४-2) 
अर्थात्‌ 479-3>&+ 0550 उत्तर 


उदाहरण 2. उस रेखा का समीकरण ज्ञात करो णो बिन्दु ( 2, | ) तथा 
(4, 3) के मिलाने वाली रेखा का लम्वअथंक (9थ9९०90ए47 9४००४०४) है। 


क्रिया ; बिन्दु (2, ३) तथा (4, 3) को मिलाने वालो रेखा के मध्य बिन्दु 
के निर्देशांक हैं (हक न्द्र) अर्थाव्‌ (3, 2) 


तथा इस रेखा की प्रवणता (## जुड़ च्डँः 


“« अभीष्ठ रेखा की प्रवणतान+--! 
अब बिन्दु ( 3, 2 ) में से गुजरने घाली तथा--] प्रवणता वाली रेखा का 
समीकरण है 
3+-255-१ (>४+-3) 
रह )ै+»#--5 5-0. उत्तर 


>जदाहरण 3, सिद्ध करो कि बिन्दु (4००४१ 6, ० ॥४९ 6 ),ह गु्जरे 
बाली तथा सरल रेखा > ६०० 8+9 ००४८० 6-54 पर लम्ब रे जब 
समीकरण > ०05 9-9 ४४४ 95-54 ००३ 26 है। 
-[ राज, 49, 55, : 
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हृष्दान्तीय उदाहरण 
उदाहरण , उस सरल रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो बिन्दु (2,- ) 
से गुजरती है तथा रेखा 45+ 3/+ 8-0 के लम्ब है। 
किया : मान लो बिन्दु (2,- ) से गुजरने वाली किसी रेखा का 
समीकरण >+  जथ। (४-2) है। 
इसकी प्रवणता 7४ है तथा दी हुई रेखा 4४4 39+-8 ८0 की प्रवणता 
न कर है। यदि ये परम्पर लम्ब हों तो 


4 3 
का >नुतण ] जिपसे # घ्ल्दु 
अतः अभीष्ट समीकरण होगा 
>+ ६ (४-2) 
अर्थात्‌ 49-3%४+05-50 उत्तर 


उदाहरण 2. उस रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो बिन्दु ( 2, । ) तथा 
(4, 3) के मिलाने वाली रेखा का लम्बअबेक (9०77०0000]॥7 08९९१०॥) है। 
त्रिया ; बिन्दु (2, )) तथा (4, 3) को मिलाने वालो रेखा के मध्य बिन्दु 
के निर्देशांक हैँ (व दर) अर्थात्‌ (3, 2) 
तथा इस रेखा की प्रदणता (व आज ॥।|॒ 
“« अभीष्ट रेखा की प्रवणता+---] 
अब बिन्दु ( 3, 2 ) में से गुजरने वाली तथा-- १ प्रवणता दाल़ी रेखा का 
समीकरण है 
2-25--१ (2-3) 
हर »+४- 5५550. उत्तर 
“उदाहरण 3. प्लिद्ध करो कि बिन्दु (4००४३ 8, ८89१ 9 ) से गुजरते 
वाली तथा सरल रेखा > 8८० 6+9 ००४०० 9-54 पर सम्ब सरल रेखा का 
समीकरण > ००३ 6-9 भं७ 85-28 ००४ 26 है। 
[ राज, 49, 55, 57 (७), 6] 
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क्रिया : सरल रेखा + 5९० 6++ ०05९० 8--५ के लम्बवत्‌ किसी रेखा 
का समीकरण है ४ ००५९० 6 -.. » ६९० 95-£ जहाँ ४ कोई अचर राशि है । 
भव यदि यह रेखा विन्दु ( 6 0088 6, 4 भा।* 9 ) से गुजरे तो इस 
विन्दु के निर्देशांक इस समीकरण को संतुष्ट करेंगे । 
* ६ >5६ 0058 ७ ००४९० 9-4 धांशर 
8 2 की 
मज्डव ( ८: -बकठ) 
धं। 68 0००४ 9 


9 56९० 6 


 मक 4 0... 674 
ज्क्छन्गढ़ 2 ( ९ 08* 9--- 89 89 ) 


अर 2 9 ०», 5१02 2] प्त4 
न्फ़छवच्ग6 >< (्‌ ९08“ & ._. 58 ;। ) ( 008८ 9 -+- 8॥॥ 8 ) 


(५ 
+फ़्छ व्ग5 2००४ 26% ! ह 
है ६ ००5 26 
“« अभीष्ट समीकरण होगा नम नस अन्य 00206 60: 
हि रह 8॥9 ९ ९056 ह706 ००5 9 
३२ अर्थात्‌ . > ००5 9-9 थां। 8--८ 208 26. 
4-3, उन दो सरल रेखाओं के समोकररा ज्ञात करना जो 


एक दिए हुये बिन्दु 
०० ) से गुजरती हैं तथा एक दी हुईं सरल रेखा >--;#> +-० से एक 
इया हुआ कोण ० बनातो हैं । | 
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मान लो दिया हुआ बिन्दु ।. (४, >”) है तथा दी हुई रेखा #9 है जो 
>>्अम्न से 6 कोण बनाती है जिससे 
घव 8 दाता 
अब व्यापक रूप से बिन्दु ।. से गुजरने वाली ऐसी दो रेखाएँ ..] तथा 8 
है जो 88 से ० कोण वनाती हैं। किन्तु जब 05-90" होगा तो केवल 
ऐसी एक हो रेखा होगी | 
मान लो 7.6., तथा [..2, >-अक्ष से क्रमशः कोश $ तथा $2 बनाती 
हैं। तब इन रेखाओं के समोकरण होगे 
आज आया $, > (४-७) 
तथा 3--०/ ८5६३७ ९२०८ (४-४) 
सब जेसा चित्र से स्पष्ट है 
,शतत6+ 0, ९३० (380?--०)+ 8 
१९: ५ शा 6 7स्‍+ध्हए 
० कातत००(9+० पका हे छा ४“ प- कफ ब 
भर घघ0 $३--४०॥ (807 + (6-- ०))--०४७ (9-०) 
श्वा 8--30 6 बे काना 6 


[+कछ० 6 छा 6 ]+क प्शा ० 
पतः अभीष्ठ समीकरण है 


#__ हान-080० 6 


+2७---------- (४-४ 

5434 [काका ए ( ) 

तषा हज किए ०० 
+क्ाप्बा 6 


पलटा | दृष्टान्तोय . उदाहरस 
0 5दाहरण, उन सरल रेखाओ के समीकरण ज्ञाठ फरो थो बिन्दु 
(2,-3) से गुजरती हैं तथा सरल रेखा 3:--27०4 से 45" का फोस 
बनाती हैं। 
फिया : बिन्दु (2,-3) से गुजरने वाली करिसो रेखा का समीकरण हैं 
>+35क (४-2) न्न्नः) 


ददि बह द्खा दी 
“5 कि 2 

0 मै 5प्ल्ल्नः 5 मे ८ पदक 

३-7 ३ 

केने पर 


कब (0) नं द़्न्हि 


] है 3 
2-५ 27 
अघधदा 27॥- ठुछलर पे 3 
व्तानाण 5 * 
(0 ऋण द्न्द लेते प* ..) 
न +3 
) 


९ ५ 
29 + 27 
अथदा कहा न 2-3“ #4॥8॥ छससे एच्ल्क न 
() दधा (छ) से भराह का के भातों को 0) मे ४ (ठस्थार्पित करने पर 
श््खा के समीकरण प्त होते द्ं 
दब 2) तथा 2 3(४--2) 

__पच्न0 दर्थो 59-२४ 
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५ बिन्दु (!,-3) थे गुजरती है तथा बिन्दु (2,- 3) तथा (- ;- 2) 


से गुजरने वाली रेखा के समान्‍्तर है 

7. बिन्दु (4, 5) से गुजरती है तथा रेखा 42-3)+-750 पर 
लम्ब है (.. 

8. बिन्दु (-6, 0) से गुणरती है तथा सरल रेखा 72+ 8557 पर 
लम्ब है ।/ 


3. 


» बिन्दु (-2, 4) से गुजरती है तथा बिन्दु (2,-3) तथा (-* 9) 


को मिलाने वाली रेखा पर लम्ब है । 


. बिन्दु (-2,--3) तथा (3, 4) को मिलाने वाली रेखा के मध्य बिन्दु 


से गुजरती है तथा इस रेखा पर लूग्व है। 

उम रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो रेखा 7/४+!?२न|7 पर लम्ब 
हो तथा बिन्दु (॥, #) से गुजरती हो ॥ 

उस रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो बिन्दु (3,4) तथा (--2,- ) 
कौ मिलाने वाली रेखा को 2 : 3 की निष्पत्ति में अल्तः विभाजित करे 
तथा इस पर लम्ब हो । है 


य् रु 
» उस सरल रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो रेखा स्ट्तः डुच ] 


पर उस बिन्दु पर लम्ब हो जहां यह 2“भ्रक्ष से मिलती है ॥ 


« एक त्रिभुन 880 के शञोषों के निर्देशाक क्रमशः (-, ), (3, 5) 


तथा (4, 3) हैं। इसके श्वीषें लम्बो (॥॥0॥०१०७) के समीकरण ज्ञात 
करो ओर प्रमाणित करो कि बे संगामी है । (राज, ७7] 
किसी वर्ग के शीप (!,2) से होकर जाने वाली दो भुजाओ के समीकरण 
शात, करो यदि उस बर्ग के एक विकर्ण (698०0) का समीकरण 
8%--,)5#--0 है ) (रित्ज., 58] 


* उन दो रेखाओं के समीकरण ज्ञात करो जो बिन्दु (2, ) से गुजरती हैं 


तथा रेखा 3:+- 27557 से 45? का कोण बनाती हैं । 
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चित्र 3] 


निर्देशांक (./, 90) इसके समीकरण को सन्‍्तृष्ठ करेंगे । 


५ ०४ +9 ?!ऐ + ८८०० 
ल्‍ 

है. ?! की कोदि एक | न 

भदि 2 एक घन राशि हो तो यह स्पष्ट है कि बिन्दु ? के रेखा है के 
कपर (एक ओर) अथवा नोचे (दुमरी ओर) होने के अनुसार 

ए(>९/१॥ बया एड? 
प्/+ट 
हा] 

भर्याद्‌ 02 4-०४ --४:> बथवा < 0 

अर्थात्‌ बर्श +9# +८:> अथवा < 0 

अत: ८ 4-09 + ८ के घन अथवा ऋण होने के अनुदार हिन्द ( 
रेखा ध४--४४+८-८०७ के एक ओर अथवा दूपरी बोर म्दित हा 

टिप्पणी ? यदि ? ऋणात्मक हो तो ऊपर दी हुई बदसदाओं गाए दिल 
बदल पादा है किनयू भन्दिर परिणाम अपरिवर्सित रहदा है। 


अर्पाद >> अपवा < + 
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उपसाध्य 7. दो विन्दु (४५७) तथा (४“,»/“) रेखा 4:+-67 4 ०५०0 
के एक ही ओर होगे यदि व्यंजक 4७ + 2४ ० तथा 4४“+०)/+४ के 
चिह्ठ समान हों और ये रेखा के विपरीत दिशा में होंगे यदि इन व्यंजकों के 
चिह्न परस्पर विपरीत हों । 

उपसाध्य 2, बिन्दु (6, ») तथा मूल बिन्दु (0, 0) रेखा 
40-09 -- ८०८०) के एक ही ओर होंगे यदि व्य॑जक 4४ + 2» +- ८ तथा 
4% 0 +82%८0+ ८ अर्थात्‌ अचर पद ८ का एक हो चिह्न हो । इस प्रकार 
बिन्दु (४/,)”) के रेखा 4542) -- ८७०0० से मूल बिन्दु की ओर होने के लिए 
4: + 87 +० का वही चिह्न होना चाहिए जो ० का है। यदि व्यंजक 
4४/ + ४2४ + ० का चिन्ह ८ के चिह्ठ से विपरीत हो तो बिन्दु (४,») तथा 
मूल विन्दु रेखा ०४+ 2» + ०८६० के विपरीत ओर होंगे । 

हृष्ठान्तीय उदाहरख 

उदाहरण 4. क्या बिन्दु (--3,2) तथा (2,4) रेखा 2४--0/+ 55509 
के एक ही ओर हैं अथवा विपरीत ओर ? 

क्रिया : यहां रेखा का समीकरण 2%->7+5+>9 है। 

इसके वामपक्ष में प्रथम विन्दु के निर्देशांक (--3,2) प्रतिस्थापित करने 
प्र 


29% (--3)-२+$55- 6-- 2+ 5 55-- 3 जो एक ऋण राशि है। 
फिर द्वितीय बिन्दु के निर्देशांक (2, 4) इमी समीकरण में प्रतिस्थापित करने 
प्र 22 2-- 4+ 5555 जो एक धन राशि है। क्योंकि इस प्रकार प्राप्त 
राक्षियां विपरीत चिन्ह की हैं, अतः दिए हुए बिन्दु रेखा के विपरीत ओर होंगे । 
उदाहरण 2. सिद्ध करो कि विन्दु (--।, --2) रेखा 25४--#-+-3««0 
के उसी ओर स्थित हैं जिस ओर मुल बिन्दु है । 

क्रिया : रेखा की समीकरण के वामपक्ष में निर्देशांक (-- , - 2) अ्ति- 
स्थापित करने पर ; 
-८2+२+35-3 जो घनात्मक है और इस प्रकार इसका चिन्ह वही है जो 
समीकरण के अचरपद 3 का है| अतः अभीष्ट स्थिति सिद्ध होती है । 
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लम्ब को लम्बाई 
(॥छडडाघ ण॑ एछथ्कृथावात्योड ) 


4-5. एक दिए हुए बिन्दु पे क्सो दो हुईं रेखा पर डाले यये लम्ब को सम्दाई 
ज्ञात करना ॥ है 





चित्र 32 
अवस्था 7. मान लो दिया हुआ इिन्दु 0 (-“, 3”) है ठया दो हुई रेखा 
88 का समोकर ण है-- 


> ०05 6+ 3 अंध 2--75२० न) 
मूल विम्दु से इस पर डाला ग्रया ऋूम्द 0. है जिससे 07,--2 ठया 
८४0,-८ 


दिन्दु ? से रेखा 88 पर सम्द 70 डालो जिसकी सम्बाई ज्ञात करनों है । 
[ पहाँ विन्द (४6, 37) ओर मूच दिन्दु रेखा &8 के विप्रीठ बोर स्थित 
माने गए हैं | 
अद दिन्दु ? से रेखा #8 के समान्तर रेखा ८० सोचो | मुद् दिन्‍्दु छे 
488 पर डाले गए लम्द 0. को बाग बढ़ाकर ८० झे 3( बिन्दु पर मिलने 
दो ॥ मान लो 03--/” ठव रेचा (० छ्वा समोक्रण होगा-- 
न ८099 2-2 मेघ 2-50 2) 


लत (ञ) 
पक चेख ध्द्धन्ई (४४ छ) में द्ोकर जी दें 
2 ३ ५0$ कक 89 0 एँ ब्न्न्0 
हर ००१ | | शेर | तक) 
क्ष (विर5 ए से सेवी ि ड्ले गए, क्की लम्बा ह 
>एएवर दम 0० 
लत ॥ 605 0 / 99 
कतः लग थे अभी लम्बी | सर्प क्के वर्ग पक्ष में है 
के स्थार्त दर भीति पं खने ५ प्त जएती हें 
द्द्प्षणी द (6०4 (४ ४) और पूल दा हट के एक वो 
द्घ्यत तो द्क्वा जी ह्टवि लव 53 लम्बी 
हर ००४ ० / 98 ५ ए) 
दघ्ण लि मल ली दी ठढे दए स्ीकरण है 
क्र ८्च्ल0 ) 
कर्ण को देंगे * ००४ ० 8 0++? 
अप मी पा ज्ञ्पर एओ नुच्छे न) लिख उकें 
धर 9 6 
हनन कक मा हा 
जले ०0% ०४. कपक 6 कछ ० ४ ठणा ? *+* कप 
ढक? पाने हक ० 
सा विन्क ( ५) सन) दर डलें शए लर्म्व की 
| शत 0“ 


, उपरेएर्तः मूत्र 
रू 099 09+ 
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इस प्रकार बिन्दु (४/,)”) से रेखा ४४+ £0/-+-८८-0 पर डाले गये लम्ब को 
लम्बाई व्यंबगश 4४--979+ ८ में &व> के स्थान पर ४,” रख कर तथा 
इस प्रकार प्राप्त परिणाम को ६/८४--ढ68 से विभाजित करने पर प्राप्त होती 
है। ८४+-/7+८ को इस प्रकार रखना चाहिए कि ८ सवंद्ा ऋणात्मक हो 
बपोंकि तभी 2 का चिन्ह घनात्मक होगा । 

लम्ब की रूम्बाई त्रिदु (४, 3”) के रेखा के एक बोर अथवा दूसरी ओर 
होने के भनुसार घन व ऋण होगी। 7 


| कस बल कम ए०-+- कक 0ए४+८ 
रम्ब की लम्बाई (पुर्ण सूत्र)७२--. ज्ह्न्प मात 


उपसाध्य ] : रेखा १४+ 89% ०७-२० पर मूल बिन्दु (0, 0) से डाले 








अत; 





८ 
हछम्व की लम्बाई: 
गए कक] ५ गई. स्तन 


उपस्ताष्य 2: दी समान्वर रेखाओं 2४+ 77 +- ००२० तथा ०४+ 6 + 
५-६0 के बीच की लम्ब की रूम्बाई दोनों रेखाओं पर मूल बिंदु से डाले हुए 


लम्बों की रम्वाई के अन्तर के बराबर होगी अर्याद_उठ्ूस्लूंड । मद दूरी एक 


रेखा पर कोई उचित बिन्दु लेकर उसमे दूसरी रेखा पर डाते गए रस्य को 
लम्बाई के रूप मे भी प्राप्त हो सकती है | 


हृष्टान्तीय उदाहरण 
छदाहरए 4. बिन्दु (२, --3) से रेखा ।22+ $9--3 ४50 पर डाले 
. गये लूम्ब को रूम्बाई ज्ञात करो। धषाष्ट लम्बाई 
क्रिया : यहाँ दी हुई रेखा पर डाले गए छम्बे की अभीष्द ह ् 
2)८2+5२(-०३)-२ नमक पठ 
ज्च्ह्ल्द्क् -/99 
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फिर मूल बिन्दु से रेखा ४ ०05 8--3/ श8 8०52 ००६ 28 पर डाले गये 
लम्ब की लम्बाई 


हि 4 ९0528 ५5३४ 
- >उकरठ ४ 
>> 474+ /#१-०4(६ 8॥ 6 ९००5 6) + (० ००5 26) 
(2 4 8 6 ९००४ 9)3+ (० ००५ 29)* 
ब्| [4 80 26)१+ '४ ००६ 298)? 
ब्च्व्(६धर 26+०054 26) 556? 
उदाहरण 4. विन्दु (), 2) से सरल रेखा ४- /39+4 «50 पर डालते 
गए लम्ब पर मूल बिन्दु से लम्व की लम्बाई ज्ञात कीजिए । [राज, थोडे., 65| 
क्रिया ; दी हुई रेखा +--९/37/+4550 पर किसी लम्ब रेखा का 
समीकरण है 


३/उडक#क ०७0० जज) 
यदि यह बिन्दु (), 2) से गुजरती है तो /3+ 2+०७-० 
जिम्रते ८०२-(६४/3+2) 
“«» समीकरण (॥) बन जाता है 

/32+२- (६3 + 2)550 «४(2) 


अब रेखा (2) पर मूल बिन्दु से डाले गए लम्ब की लम्बाई है 
_7 (४७४2 +2) ._ कम (संह्यात्मकत:) 


/३3+३ 
32 
“५ अभीष्ट लम्द की सस्वाई नल अं 
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4%, दो दी हुई तरल रेखाप्रों के बीच के कोसों के मर्देकों के समाकरणा धात 
फरता । 





चित्र 33 
मान लो दी हुई रेखाएं 88 तथा (7) हैं, ये परस्पर बिन्दु // पर मिलती 
»., हैं तथा इनके समीकरण क्रमशः निम्न हैं-- 
-औ.. ढडक+ऊ0४+लतू0 तथा 44४+ 02/--८०१५७००  ) 
ह जहाँ ८; तथा ८० के एक ही चिन्ह है (दोनों घन अथवा दोनों ऋरा)। 
मान लो 68 तथा ८० के बीच के कोणों के अधेक 87 तथा 57 हैं । 
जेसा चित्र पते स्पप्ट है £8 उस कोर का अधेक हैं जिसमें मूल विन्दु 
स्थित है । 
मान लो अर्थकों में से किसो एक पर कोई विन्दु ? है जिसके निर्देशांकता 
(2, 37) हैं । ? ते ४8 तथा ९7 पर क्रमानसार लम्ब पे, तथा श्र: 
खींचो । 
. अब वर्योकि बिन्दु ?, ) पर बने कोण के अंक पर स्वित है ? से &8 
तथा 0० पर डाले गये लम्ब परिणाम में वरावर होंगे अर्थात्‌ 


7.5 -- 8, 9 -- ८ 80% -+- 829 + ८ 
एफ तल “क्कुनननुननननतया ? ८८ 47:7० कर [ 2 ) 
४० +- 0, गा न+2 
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जहां करपीगत._ राधियों ४/कश्निशर क्या वध का 
भनात्मक मान ही लिया गया हो, परिमाण में बरावर हैं। अब दो अवस्थाएं 
उपस्थित होती हैं । 

मवस्‍्था। जब ? अधंक £ पर स्थित होता है अर्पात्‌ जब ? और 
मूल बिन्दु रेखा हैफे तथा 000 के एक हो ओर होते हैं तो राशियाँ 
ग/+09+ल 4, ४/--2४४/ +- ८५ पं एक चिन्ह 
हह जप हज पे शक ब्ज्पोड तथा स्क्न्त्ज दोनों एक ही चिन्ह फी 
दोंगी क्योंकि इनका चिन्ह अनुच्छेर 44 के अनुमार वही होगा जो क्रमशः ० 
तथा ८ का है और ये (०, तथा ०?) एक ही चिन्ह के माने गये हैं । ....(3) 

के 2.27+2///+ ०, _ 722/+ 220” + ८2 
ग्क भर अं ग्र+ कर 

अवस्पा ता. जज ? अंक 0प पर स्थित है अर्याद जब यह रेखा 
मै तया 0० में से एक के उस ओर हो स्थित हैं जिम भोर मूल बिन्दु है 
किन्तु दूसरी के मूलबिन्दु से विपरीत धोर तो राशिया (2) विपरीत चिंहे 
की होंगी । 

4.४ +2,9 + 7 किक 22४ + 8, + ० 
' हि . अब 

बतः बिन्दु 0? (४, 7”) का बिन्दुपथ बर्थाव रेखाओं 
गुर +शए+ 4००0 तथा 0/४+22/+५%55० के बीच के कोणो के 
अधंड़ों के समोकरर हैं 

किक नमक तर 
डम ३ मठ न 

इनमें दाई ओर के घन ( + ) चिह्न लेने से प्रात्त समीकरण उस कोण 
का अधक है जिसमें मूल बिन्दु स्थित हैं. तथा दक्षिण पक्ष के ४ ऋण ( ० ) 
चिह्न को लेने से प्राप्त समीकरण दूसरे कोण का अपक हैं लधर्मे भूलबिस्ड 
नद्ठो है। हु 
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इदाहरण 2- यदि एक तिमुज के शीर्ष (-9, -8), (--% 2) 
तया (5, --2) हों तो प्रथम शीप पर बने हुए कोणों के आन्तरिक अर्घक च॑ 
वाह्मअधंक के समीकरण ज्ञात करो। 


क्रिया ; भान लो त्रिमुज के दिए हुए शीर्ष क्रमशः &, छे तथा ८ हैं। 


, भव रेखा #8 त्तथा #0 के 
एमीक रण होगे : पर 


8 
2+ 8 पड़ (४+ 9) 





तथा 28 -न5>5- ४५9) हज फ' (75/2) 


चित्र 34 
अर्धावु 792-89+ 075-0 नल) 


" तथा 49->5+23-0 जलन) 


अतः 88 वा है के बीच के कोसों के अधेको के समीकरण हैं : 
9:-- 8. 5 
४-82 +07 ८-2“ 23 




















</92 4. 82 १8 + ]2 
धर्याद्‌ 492- 8» +- 07 _-.. 49--%४+- 23 
5 का 


अथवा 92-89+ 07-- «5 (49-*४+2 3) 


बर्थातू. 6%--79-2-0 न) 


क्या 7%+ 67+ |] [>50 (4) 


5५ 


हि 
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अब चित्र को देखने से प्रतीत होगा कि बिन्दु 8 तथा 0, कोण # के 
आन्तरिक श्रवेक के विपरीत ओर हैं । फिर 8 के निर्देशांकों को (3) के वाम पक्ष 
में रखने पर हम देखते हैं कि इस पक्ष का मान 
मम9 % ([--)--7 &( ][--2<5-5-- ९ 5 
अर्थात्‌ ऋण है और फिर ० के निर्देक्षांकों को (3) के वाम पक्ष में रखने पर 
इसका मान 
+६0»८5 --7 ८ (--2)-- २५०! 02 
एक घन राशि हैं। ये विपरोत चिन्ह प्रदर्शित करते हैं कि विन्दु फे तथा ० 
अर्धक 5:0-- 79 -- 2550 के विपरीत ओर हैं अर्थात्‌ कोण # के आन्तरिक अर्धक 
का समीकरण 65%-- 7/-- 25-50 है। 
न्ठु 9 तथा ९ के निर्देशांकों को दूसरे समीकरण श्रर्थात्‌ 
7४+6/9+ !]550 में रखने से हम देखते हैं कि प्राप्त राशियाँ 
7%(-)+62»८8+]]5-:]70 तथा 7»5+6%(--2) 
+ :5-204 दोतों घनात्मक है । 
अतः बिन्दु छे तथा 0 दोनों ही इस श्रधेक के एक ही ओर हैं । इस प्रकार: 
यह समीकरण कोण 8 के वाह्मअर्धक को निरूपित करता है। 


प्रइनावली 5 (0) 


. ज्ञात करो कि बिन्दु (4, 3) रेखा 3:--89+ 55-50 के उस ही ओर है 
जिस ओर मूल विन्दु है अथवा इसके विपरीत ओर | 
2. बताओ विल्दु (4, ) भौर (8, 5) रेखा ४--27+3-50 के एक ही 
ओर हैं अथवा विपरीत ओर । 
3. सिद्ध करो कि वह त्रिभुज जिसके श्ीषं (3, 7), (--3, -॥), 
: (““॥ “)) हैं रेखा 2४- 895०7 के पुर्ंतया एक ही और है। 


4. सिद्ध करो कि मूल बिन्दु (2, 4), (-2, )) और (, -- 3) श्षो्प वाले 
च्रिभुज के झन्‍्दर स्थित है। 
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34. 


है 


निम्न अवस्थाओं में छम्ब को रूस्वाई शात फरो (प्र. 5 से 0 तक) 


« पुल बिन्दु से रेखा 37--49+ 05:0 पर। 
बिन्दु (3,- ) से रेखा 4४-59-775₹50 पर । 


बिन्दु (--4,--3) से रेखा 7४-- 247--9-0 पट 


बिखु (0, ०) से रेखा जा“ फ्रतत पर! 


बिन्दु (2, 5) से बिन्दु (- 2, ) तथा (2, 4) को मिलाने वाली 
रेखा पर 


. मूल बिन्दु से विन्दु (० ००४ 6, 4 ४9 0) तथा (8 ००४ 8, 4 ४0 8) 


को मितछाने वाली रेखा पर । 
निम्नलिखित समात्तर रेखा युग्मो के दौच की लम्ब दूरी शात करो | 
(7) 35+49-+-5 550 तथा 32--4)+ 6550 
(४7) )बल्‍्हा४+ ८ तथा 2'न्च्शाफ+ थे 
सरल रेखा 35+4)- 5८0 पर बिन्दु (3,2) से डाले गए लग्ब की 
मूल बिन्दु से रम्ब दूरी ज्ञात करो । 
मदि सरल रेखाओं 24४- 77-5 ७09 तथा 3#&--47-75७0 
पर किसी बिन्दु से डाले गए लम्बों की लम्बाई बराबर हों तो सिद्ध करो 
कि यद्द बिन्दु रेखा 9:+-39+ 20-50 पर स्थित होगा । 
सिद्ध करों कि सरल रेखा 72+-4)53 पर हिथित किसी बिन्दु से दो 
सरल रेखाओ 3४-4)'-52 और 5%- 2)-54 पर डाले गए लम्द 
परस्पर बराबर हैं। 
यदि विदेश्च बच्चो से 4 तथा £ सुम्बाईयों के अंतःखंड काटने वाली रेखा 
को मूल विन्दु से लम्दबत दूरी / हो तो सिद्ध करो कि-- 

है| ] ॥ 


हीक्‍कर्गक (राज, बोर्ड; 63] 


"८9 


॑ 2५०४9 - 
धर 
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रेखाप्रों रा च्रठिच्छेदद व्छुदद 
( च5्श्दीणा णच्सर्य्ट्ं+ ६85 ) 


4". दो दी हुई सरल रेशाओं के प्विच्देद दियु (पट पे सफपपथ- 
ह0०॥] के निर्देशांक ज्ञात करना। 
मान लो दी हुई सर> रेताओ के समीकरण है-- 
बज़+कश/+4 50 (गे 
तथा 2,४+5१+८,७७० है । 
इनका प्रतिस्‍्छेद विन्दु इन दोवों रेखाओं पर स्थित है; बचा इंबके 
निर्देशक इन दोनों के समीकरणों को रुलुष्ट करें । केदन यह; एम िन्दू 
ऐमा होगा जो दोनों रेलाजों पर स्थिव द्वोरा। ऊठः इस दोः रेदाई के 
समीकरणों को वोजगणिठ डे युपपरद्‌ सझोकरपों ($8::४१ए:४४८८७ ध्यस्थ्ध८्ण्ण 
की भांति हल करने से प्राप्त £ ठपा > के सात रेदजों के पदिओद दिख के 
अभीष्ट निर्देशक होगे 


समीकरण [)) टया (2) हो दिकए संगत के दित हे दल करते वर 
प्राप्य होता है-- दिदि दे दहन बदके पर 
रे ठः 







जो प्रतिष्दद दिन्द & बक्रप्ट 
उपताध्य दर ८:7१; ८ 
4०४०-५० #० दो उवदिच्छेद 
परतसर बनन्त से दर न्च्सि 


हद! 


ही रेबाएँ स्यचर हंस लिन्ट 


६ ०्णह्मंवच्ा ) ्ंदी। 


4 : सरल रेखा (क्रमशः) ] [70 . 


किर, () के लम्ब तथा (0,5) में से गुजरने वाली रेखा का समीकरण है 
4&+- 39८८६ जहाँ &-54 >( 04-3 १ 55-5. 

अर्थाव 45%+ 39 ल्‍55 

()) और (2) को हल करने पर ४८ 3, »सनई 

अतः लम्ब के पाद के अमीष्ट निर्देशाक (3, ) हैं। 


472. फिसी त्रिभुज-के सम्ब-केन्द्र (४४४० ८७॥॥९) के प्र्थात्‌ इसके शीर्षेलम्दों 
के प्रतिच्छेद बिग्दु के निर्देशांक ज्ञात करमा । 

इसके लिए हम पहले किन्हीं दो शीप॑लम्दो अर्थात्‌ दो शीर्षों से सम्पुख 
भुजओ पर डाले गए लम्बों के समीकरण ज्ञात करते हैं। तब इन समीकरणों 
को हछ फरने पर हमें अभीष्ट लम्ब केन्द्र के निर्देशाक प्राप्त होते हैं। ये 
निर्देधाक विभुज के तीसरे शीर्पलम्द के समीकरण को भी सल्तुष्ट करते हैं | 
इससे यह सिद्ध होता है कि एक तिभुज के तीनों शीप॑लम् संगामी होते हैं। 
उदाहरण । रेखाओं ै# 550, 3)5-2% और )5-०४+ 5 द्वारा निर्मित त्रिभुज 
के लम्ब केन्द्र के निर्देशाक ज्ञात करिए । 

क्रिया ; मान लो ४80 बह त्रिमुज है जिसकी भुजाओं 80, ०८४ और 
4४ के समोकरण क्रमशः निम्न हैं 

2%0.,...() ##०22,...(2) और 7८ 6४+ 5 (3) 

(2) ठपा (3) फो हल करने पर झोप के अभोष्ट निर्देशक (-६,-३) है । 

भव ऊँचाई 80 नो बिन्दु है (-६,-६) से भुजा 80 अर्थात्‌ «0 


पर लम्ब है, का समोकरण है अ्च्ज्-॥ह (4) 
फिर ऊँचाई 08 जो बिन्दु ० (- हैं, 0) से भुजा 88 अर्थाद्‌ | 2» 
पर लम्ब है, का समोकरण है... ++29-#-ई (5) 


अब (4) और (5) को हल करने पर 
अच्ू-ई तथा पु 
४ लग्ब केन्द्र के अभीष्ट निर्देशांक (-(, >५) है 





4 : सरल रेखा (क्रमधः) ) | 03 


48. त्तोन सरल रेखाओं के प्ंगामी ( ००0०ए:०॥६ ) होते का प्रतिबन्ध 
ज्ञात करमा । 
मान लो रेखाओं के समीकरण! | हैं :- 
गरुक0]१+थ-0 
०.४३ 02१ + ०३४६० 
तथा 455%7059+ ८३च50 
इनके संगामी होने का अभीष्ट प्रतिवन्‍्ध ज्ञात करने के लिए हम मिम्न 
ठीन विधियों में से एक प्रयोग में लाते है । 
भ्रम विधि-ये तीन रेखायें एक बिन्दु पर तब मिलेंगी जब इनमें से किन्ही 
दो का प्रतिस्छेद बिन्दु तीमरी पर भी स्थित हो अर्थात्‌ इस प्रतिच्छेद बिन्दु के 
निर्देशांक तीसरी रेखा के समीकरण को सल्वुष्ट करवे हों। अब प्रथम दो 
रेखाओं का प्रतिच्छेद बिन्दु है-- 
0.09-70,८... 0१०७५-- ८०५०, 
( 20५9-०0, ' 72०३- ०20 ) 
यदि ये तृतीय समीकरण को सन्तुष्ट करते हों तो 


9:५० - 7५०: 


८३०५- ८५६ 
गन 8. २ ९२५३- ९४५५ 0 
$ 2९ ०499-०27: के 4:20६-०११२ तक 
अर्थात 4,(0,%५--९५०२) +-१३(०५०४- ५५१३) 
 4(८०००३०-०००१)२८० () 


यह अभीष्ट प्रतिबन्ध है | 
दितीप विधि---यदि तीनों रेश्लाएँ एक ही बिस्दु पर मिलती हों तो इनके 
प्रतिष्छेद विर्दु के निर्देशांक तीनो रेखाओं के युगपत्‌ समीकरणों को संल्तुष्ठ 
करेंगे | भत+ यदि इस बिन्दु के निर्देशांक (',»”) हों तो 
बा +2797+ ८३ च८० 
4980 + 99१ +वछतत0 
बछ + 2५७ +०३5-० 
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क्रिदा : यहां प्रथम दो रेखाओं के प्रतिच्छेद बिन्दु के निर्देशांक (2, 3) है । 
ये निर्देशॉंक तीसरी रेखा के समीकरण को भी संतुष्ठ करठे हैं जेसा कि सरलता 
से देखा जा सकता है। अतः तीनों रेखाएँ संगामो हैं । 
उदाहरण 2, उपरोक्त ठुतीय विधि के द्वार सिद्ध करो कि रेखाएँ 
2४-37+ 5550; ++479-2-0 तथा 8-5-7>+4४7-० 
सगामी हैं। 
क्रिणा : इन तीनों रेखाओ के दिये हुये समीकरणो के वामपक्षों को क्रमा« 
नुप्तार 3, 2 तथा --] से गुणा करके जोड़ने पर 
3 (2४-3»9+ 5) + 2(४+ 49 - 2)--(8%-#४+ । |) 
न्४४(6 + 2--8)+»(--9+8+ ])+ (5--4--4) 
' -०४)८0+99८0+0 णो & तथा » के सभी मानो के छिए शून्य है । 
अतः दी हुई रेखाएँ सगामी हैं। 
उदाहरण 3. 4 का वह मान ज्ञात करो जिसक्रे लिए सरल रेखाएँ 
3५-47/+55-50; 72-8/+5»0 और. 45+5/+ 4८६६० 
संगामी हैं । 

. क्रिया; यहाँ प्रथम दी रेखाओं के प्रतिच्छेद बिन्दु के निर्देशाक (5,5) हैं। 
यदि तीनों रेखाएँ संगामी हो तो ये निर्देशक तृतोय समीकरण को संतुष्ठ 
करेंगे जिससे 42८3 + 595 +०--0 

अत, 4 का अभीष्ट मान ८+- 45 उत्तर 


उदाहरण 4. सिद्ध करो कि एक त्रिभुज के कोणों के आन्तरिक अर्धक 
संग्रामी होते हैं। 


क्रिया : मान लो मुजविन्दु त्िभुज के अन्दर स्थित है तथा इसकी तीन 
मुजाओं के समीकरण हैं-- 


है ०ाअक 00 + 255० (४) 
4,४+92/+ ०७ 0 (#) 
442+ 09 +%०5०0 (४) 


जहाँ ८, ८५ तथा ८३ सद धन राशियाँ हैँ) 
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प्रथम विधि--हुम दिये हुये समीकरणों को £ तथा » के लिए हल करके 
इन दो रेखाओं का प्रतिच्छेंद विन्दु प्रात्त कर सकते हैं । मान लो इस अतिच्छेद 
बिर-ु के निर्देशांक (2, ४7) हैं। तव इस बिल्दु से गुजरने वाली किसी रेखा का 
समीकरण दोगा-- 

औ-3/ ७॥/(2--०/) जहां ह। कोई श्रचर राशि है जिसके अनन्त मात 
हो सकते हैं। # का निश्चित मात एक ओर प्रतिबन्ध की सहामता से शञवि 
करने पर ही अमीष्ट रेखा की स्थिति व समीकरण निश्चित की जा सकती है । 

दितीय विधि-यदि दी हुई रेखाओं का प्रतिच्छेद बिन्दु (36 »”) हो तो 


गुज/+ 9) +थतू0 न) 
और  +१० + दुन्त0 नल) 
अब हम समीकरण 

2.2 +09+ 6+०५४+ १,2+ ९0२६० ल्‍्ल्[ 3) 


विचार करते हैं, जहाँ £ एक स्वेच्छ प्रचर राशि (णेधरश) ००78७॥0) 

समीकरण (3) एकघाती होने के कारण एक सरल रेखा को निरूपित 
करता है| फिर दी हुईं रेखाओ के प्रतिच्छेद बिन्दु के निर्देशाकों (४/»”) को 
(3) के बामपक्ष मे प्रतिस्थाषित करने पर प्राप्त होता है : 

2>/+8+०,+/(०७४४ + 8, + ०) 

जो (।) तथा (2) मे दिए गए सम्दन्धो के कारण शून्य के वराबर है। 

प्रतः (४/,)”) समीकरण (3) को सस्तुष्द करते हैं। इसलियि समोकरण 
(3) प्रतिच्छेद बिन्दू (४, 9“) से गुजरने वाली किसो भी रेखा फो विरूपित 
फरता हैँ, चाहे £ का कुछ भी मान हो । 

हल & के सब मानों के लिये रेखाओ ०,>+४8,१+8£5८० तथा 

थ '2४+-८५४०७ के 5 व 
आम #४+0 के ब्रतिच्छेद बिन्दु से गुजरने वालो किसी रेखा का 


#ज+रै४+ ०+# (००४५ ४३/+०)-5० जहाँ & कोई स्वेच्ध 
अचर राशि है डै 4 ई स्वेच्च 


खण्ड (टी। 0 
७. दि हम द हैई रख क्के सीकर | प,च्ल्0ीँ 425४ 
में. लि के चरविच्छिद छ्वन्दः से ज्रनें बल पेज (| शशकारए 
- 4 0 होगा जो छ अचे ्््श्ि ६ के आतनच्त पतन दें सकते ह्ं 
(कसी कर भथ दएं छ्लदिवत दर छठे हैं. औएर- ठ्च च्रतिच्छे्द प्द्न्द 
ज््ते बल रे की ््च्वावि छ्ध्यत होती है 
इस अ्दुप्ण+ एड द्वाधि की जली-मा्पि सर्मार्म स्मरण सजग 
प्वार्दिगे । 
दृष्टप्ती उदाहरण ह 
उदाहरप 4. विन (3, 7 4) औएर से (्ओ 4३-- 7 _.3 550 
और टेट 59 प्तच्छेंद प्र शुजरतें बल से श्छा की 
सर्मीकाए ज्ञात की. 
छ्््पा + श्दी चुद या डर; के समीकरण को विंग, शुशुत द्वार 5 
करते पं द्रप्त देते न्‍ः 
5 न्ट्््थ5 >> >+<6-5 द#ह शी 2, >> + 0 
इस भरकर दी हुई ल्‌ चुखएओं नी ्त्व्ख्द छच्दु (2 ) 
ध्दवन्द 3, 7 और छ्््च्ठु (2, ४) £5 पय्ते चली 
समीकरण द्ट 
4४ 2225 (>>) 
5 55 डा 3) 
श््ठ अभी सभीकार्यो जज (ब्ल0 
उदाहरण सरके पे | समीकरण: ज्त जे 
२-7 ं १ च्ठ0 (१) ठ्था 554 7 प१ कह) के प्रतित् 
क्को बरण र्‌ के कत्ता/्ेण्ड क्क्टि 
398/ प्र लग्न हो 


4; इस्छ रेखा (क्रमशः) ] - [09 


डिया : दी हुई सरल रेखाओं के प्रतिच्देद दिनदु के युजरते बाली किसी 
हरल रेखा का समीकरण हैं 


5:+»-+# (38-77 )८० 
बर्षाद. (5+30 हक [] 4) 77 [+#>0 बज3) 
(७) बद समीकरण (3) से निरूषित रेखा द्वारा ब्शों मे बारे हुए 
अन्त: खग्हों को ज्ञात करने के लिए हम इस समीकरण को रख सकते है 


अ 2 
न्क्ों 
-- ६ रे --# 


ज्फ्ऋ [46 
इब प्रकार अन्तः खण्डों को समान रसने पर 
।-£ _ _-£ 
इ.ऋ ॥<+ 
जिम्से ]--4/ ७5 + 3/ अथवा ।-/सत0 
**.. £उ+-॥ अथवा « 
अब £ के द्ितीय मान ] के लिए अन्तः गण्डों दी लम्बाई धुर्व प्रात द्वाती 
है। बत: इस भान के लिए अभीष्ट रेखा मूल बिन्दु से गुणरती है और एगषा 
समोकरण 8::- 37550 है। 
जब #८८--# तो रेखा का अभीष्ट समीकरण होगा 
($- %#)४+(+ %१)४-$- 550 


गर्यात्‌ 23%+2379--550. 
(एप) जेसा कि समीकरण (3) से स्पष्ट है इससे निरुषित रेखा की प्रवणता 
48 23:20 हैं। 
न ]>4/6 
अत; यदि रेखा (3) दो हुई रेखा (ख) पर सम्ब हो तो 
5+3६ 2 


न्द्नत्न न 


कंणा फ 


33 
4 सरल रेखा (क्रमदः)] [ 


॥2॥ का वह भान ज्ञाठ करो जिससे निम्न रेखा समूह सेगाभी हो जाएं ) 
(प्रश्न 8 व 9) 
५. (4) )5535-; 29-ल्‍%+ 3 और 37 छाए के 4. 
(8) ५ ५ झ८६१; ४-- 2० 2 गौर 9 शहव्न3 
५ (०) $>+आए-३ ८50; 32-9- 2550 ह शहकआ-ण कट ॥; 
«2<50< >> 50 2%+-73- 3 ८ 
02207 50700 27:77: राज बो्ड; ७० (8)] 

[0. उस तिमुज का क्षेत्रफल शञात करी जिसकी सुजाओों के समोकरण है: 

(४) ३७२; *293 252४० 3. 

(॥) अच्यत) 2 2क 3*ू 32 + 4. 

(0) ४+39--] 550; 39 > + 5-50 और 49 + 3255 3. 
(0 #+#८२० 39-+*++ 25 0$ 3795०5%+ 2- 

, प्िद्ध के कि (४) एक टिभुज की भुजाओं के लम्बअर्थक संगामी होते हैं । 
(४ एक विभुज के थोपों से सम्मुख भुजाओं पर डाले गये रुप्द 
संगामी होते हैं। 

32, किसी अिभुज के धोप (--, )), (3, $) और (4, 3) है। उसके 

श्वीपं लम्बों के समीकरण ज्ञात करिये और प्रिद्ध कीजिये किये 

संग्रामी हैं । (राज, बोर; 67] 

बिरदू (--, 2) से रेखा 45--394+-5 5८0 पर डाले गये लम्द के 

पाद के निर्देशांक ज्ञात करो । 

उस सरल रेखा का समीकरण क्षात करो जो बिन्दु (4, !) को रेखा 

37-3757 पद बिन्दु (3, 2) से खीचे गये लम्व के पाद से मिलाएं। 

* उध्ध सरह रेखा का समीकरण शात करो णो भूल बिन्दु से रेलाओं 


35% --4/7725 तथा 35+5955॥7 पर डाले गए सम्बों के पादो 
को मिल्ातो है। सिज,, 5, 


» उस सरल रेखा का उप्नोकरए ज्ञात करो जो. 35 - 59+ १:-0 पर 


प्म्ब हो तथा 58-6/--4 और 35+27+55-5० के प्रतिच्छेद 
बिन्दु से भुजरही हो । “कक कर हे 


। : सरल रैस़ा (क्रमशः) न्‍ (१४3 


च्रदनावली 4 (0) 
(वह्तुनिष्ठ प्रश्न) 
], सरल रेपाओं >--<+ | २0 तया /3४-2+ 2570 के मध्य निम्न 
3! हु 
() 5% (8) 30" (2) 45९ (9) 60% ( के ) 
2, सरल रेसाओ 29-+0,5+ ०; तथा /-+०/#+-५% के परस्पर लम्ब होने 
के लिए प्रतिबन्ध है-- 


(#) तप त्फ्ु (8) हपुसत- ५ 


(0) #| हू ++ रे (0) #घ+ एड्स + ] ५ ) 


3. सरत रेब्वाओं ८ए+ शक लत्त0 तथा व्यध+श/+%प्त0 क्के 
दोच का बोणए है-- ; 
+-7, _३34,09-+ ०/0, 
8) धष्ा 20:72, (8) धध्७ १72 
(%) ६४४ ग्पयग्क (9) बैग ३8 
9, + 7,0 _347)०, + 09३ 
0) ४००१११४०४९, (9) ७०7? 2-28 
2 गगजथिय (०) गण-जगणि. ६ ) 


रेयाएँ ०.४+७४+व 0. तथा ०2४+29/+ 45770 समान्तर 
होगी यदि-- 


4. 


4) 2-7 2१% ५-०0 

(») बे (8) ४, 6, 

०) 2... 242 6 

( ) मय ०३ (9) कस (्‌ गे ) 
सरल रेखा ४१-29+5-50 के समान्तर और बिन्दु ( 3,-- ) में से 
जाने वाली रेखा का समौकरण है : 

(8) >%279+5--0 (8) 29<<+7 

(०) 2/७२-। ,. (0) #च]-% (5. 2) 
सरल रैश्ा 9» >77#+5 सरल रेखा 3%+-59578 पर लम्ब होगी 
यदि # का मान है-- 


(०) $ 0) -|॥$ (०)-३ (9)8- - (*: ) 


क्र 
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]4, सरल रेखाओं 35--4/+05--0 ओर ॥2ऋ-9/- 0:-0 के 
बीच के कोणों के समद्विभाजकों के समीकरण हैं-- 
(४) 3४--49+ 0--+-११2:--99- 0 
(8) 32-4/+0 ०-3 (2%--99-30) 
(०) (32 49+0)5::८$ (25-99--0) 
(७0) 3 (३४-4५ + 0) >+८७८(१2%-99- ३१०0) ः 
]5 सरल रेखाओं «२0 तथा 95-50 के बीच के कोछों के समद्विभाजकों के 


समीकरण हैं--- 
(8) 37+ १७-०0 (8) #४--&४5-50 
(५) #च्तऊ (०) ै/२-*% ( ) 


विविध प्रइनावली 4 (७) 
(राजस्थान बोर्ड की परीक्षा के प्रश्न) 
( वस्तुनिष्ठ प्रश्न ) 
॥. रेश्ला >च्थ्हा४+8 रेखा 2:2+3»5-5 पर लम्वब होगी यदि 
ग7 बराबर हो-- [967] 
(0) 48 8३ (०) +-॥ (७0)-+ (६ ) 
(0, 0) से रेखा 5४+29+ 26550 पर खोचे गए हम्ब को 
लम्बाई होगी-- [7967] 
(0) 26 (83)2 (0) (0०% ६( ) 


हज 


3. (॥, ]) में होकर जाने वाली रेखा 2£+ ८-७ पर लम्ब सरल रेखा का 
समीकरण है-+ (96०९ 
(/४) 4<४+)»--3 (8) २४-७#च्ल] 

(०) ?-हच्चा (0) श+रचत३ (६ 9) 

4. बिन्दु (-2, 3) तथा (4,--9) को मिलाने वाली सरल रेखा पर लम्ब 
सरल रेखा का मुकाव (६098) है-- [7968] 
७) ->2 (83)2 (0)8$ (0०0- (६ ?) 

$, रेखाओं ै»--४+ ]#-0 तथा ./3>-5+ 2550 के मध्य कोध है-- 


[7968] 

(68) 5" (8) 30" (0)45" (०)60 ( ) 

6. बिन्दु (3, 4) को रेखा 49 + 3:+ 05--0 से दूरी है-- (958) 
(७) | 8. (8) $# (०7 (ए)इ.__र्ट 


.१50 
०, एक ल्ञगुज के ध्तीपे (>)! ), (0५ 50 ओर के 
म्वीं स्का द्भात करे और द्र्णित करो 
संगामी 6 (967 ) 
१9. 45 ( १99५) कल (2५ ) तथा 2, ?) को लाने बाली देंगी प्र 
ख्लें न की लर्ग्व टू जात कारों (49 60 
१4. थक 9) में रेखा 5 नी गये लीग के पद मे र्द्णां 
ज्ञात करे (६97 
45. उसी केला मी संमीकयों द्चात बीएजिए, जो 377 59%) १:-0 
समान 9 तथा 27 69 और >ह** 207 5 ब्ल0 में अ्रति 
द्धन्दु में होकर जाती हैं. (39 
१6. बखाओं 5३ व् में १३न+) के मध्य घोण के समर्दिगीं 
पमीका्ण द्न्त दीजिए समर्दिगोर्ज जवी क्के बी का वीर्य है 
(' 


5 
दो या अधिक सरल रेखाओं के समोकरण 


(एचएथ४०ा5 72697०5शध॥६ (४४० ०। 77076 इ98॥0 ॥0९5) 











8-0, दो पा अधिक सरल रेजाओं को निरूवित करने वाला समीकरण 

एक मीकरण दो या अधिक सरल रेखाओं को निहूपित कर सकता है। 
विल्लोमत ; दो या अधिक सरल रेखाओ की बिन्दु पथ (7.0००६ ) मान कर हम 
झन्हें केवल एक समीकरण से निरूपित कर सकते हैं । 


उदाहुरणत : (०४+ 0/ 4८) (०/४+ ४/+ ०८२० न) 
उन दो रेखाओं को निरूपित करता है जितके पृथक पृथक्‌ समीकरण हैं 

40+8१+०७0 2) 
तथा 4४+//४+ ८-४० (3) 


मपोकि (2) अथवा (3) पर स्थित किसी भी बिन्दु के निर्देशाक समीकरण 
(।) को मन्तुष्ट करते हैं तथा इन रेखाओं के बाहर स्थित किसी भी बिन्दु के 
निर्देशांको से (] सम्तुष्ट नही होता ॥ अतः सर्मीकरण (॥) उसी विन्दु पथ 
को निर्मित करता है जिस्ते (२) व (3) मिलकर निरूपित करते हैं इस प्रकार 
यदि दो (पा दो से अधिक) रेखाओं के समीकरण अलग-अलग दिए हुए हो तो 
इन सब रेलाओ का संयुक्त सभोकरर ज्ञात करने के लिए दिए हुए इन सब 
समीकरणों के बाम पक्षों को गुणा करने पर श्राप्त गुणनफल को शून्य के तुल्य 
रखते हैं।॥ समीकरण (॥) के वाम पक्ष के गुणनफल को देखने पर स्पष्ट है कि 
दो सरल रेखाओं को निहित करने वाला समीकरण द्वितीय धात का होता 
है धर्षाद उसके पदों की उच्चतम घात दो होतो है। इसो प्रकार तीन सरल 
रेपाओं को विरूषित करने वाला संगरुक्त समीकरण तृतीय घात का होता है । 


यदि 7.,,5-0, ./--0 तथा 7.3-50 तीन रेखाओ के समीकरण हो तो उनका 
सपुक्त समीकरण होगा ., *८ [., २८ ., 5०0 


5: दो या अधिक सरल रेखाएँ ] [79 


क्रिया : यहाँ हमको दिये हुए समीकरण के वामपक्ष के दो एकघातों 

गुएनखण्ड करने हैं। इसके निम्न गुसनखण्ड सरलता से प्राप्त होते हैं--- 
(४+७) (४--29+) 

अतः अभोष्ट समीकरण ४+>>50 तथा #--29+ 550 हैं। 
$-], प्मघात समोकररा (घे०9॥०28९८४८००३ ८५ए०थ४०णा) 

परिभाषा--यदि किसी परिमेय दोजीय समीकरण के भ्रत्येक पद मे « और 
2 के धातों का योग वही (समान) हो तो ऐसे समीकरण को समधाव समोकरण 
कहते हैं। यदि घातो का योग # हो तो सम)करण को ४ घात का समघाह 
समीकरण कहते हैं और इसके व्यापक रूप को इस प्रकार लिखते हैं 

०9० + 890५ + ८४० १.८४ + .... + ४०-०0. 

सिथ फरता कि 2 घात का समघात सप्रोकरण पूल विन्दु से जाने वालों 
ए रेशाओं को निरूवित करता है । 

मान लो सम्रघात समीकरण है 

2)0+89०7४+८३७४ 2८४ + .... +रिक्री+३0 न्न्न) 

दोनों पक्षों को 0 से विभाजित करने पर प्राप्त होता है 


न (5) + ] (२) + ८ (५) + 4 6०0० ,...(2) 


यह न्न में # घात का समीकरण है। अतः इसके ४ मूल होने चाहियें जिनमे 


कुछ काल्पनिक भी हो सकते हैं॥ मान लो समीकरण के मूल 8, 7.५ 
॥......0५ हैं. । तव समोकरण (2) को भिन्न रूप से लिखा जा सकता है। 


० (६-7 )-ह7१0४० 


फिर ४० से गुणा करने पर 
8 (१ > हार (2 -हइड) (0-+ रइका- 0 + शाबकी सत0- 
बतः यह समीकरण निम्न 2 सरल रेखाओं को निरूपित करता हैः-- 
अन्त ह «७0; 3-हणुऋन-0; 7 -एघअच्त0 ० >> >इडच0 


5 : दो या अधिक सरल रेखाएँ ] [42 


ये दो रेखाएँ ॥8>> --अपवा <:46 के अनुमार ही वास्तविक व भिन्‍न, 
सपाती अथवा काल्पनिक होती है । 

यदि एक द्विघाव समीकरण दो रेखाओं को निरूषित करता हो, तो इन 
रेसाप्रों के पृथकू-पृथहु समीकरण निम्न दो विधियों में से किसी एक के द्वारा 
ज्ञात किए जा सकते हैं। 

() द्िघात समीकरण के सब पर्दी को एक ही पक्ष में लेकर तथा/'इस 
प्रकार प्राप्त ध्यजक को दो एक घात गुरणनखण्डो मे विभक्त करके प्रत्येयः को 
शून्य के बरावर रख दो । यह नियम व्यापक है और सब पघातों के समोकरण 
के लिए प्रयुक्त किया णा सकता है। 

(2) यदि विधि () से प्राप्त व्यंजक के गुणानखण्ड सरलता से नहीं किए 
जा सके तो इस समीकरण को » अयवा /» में से एक में द्िघाती मान कर इसे 
& अथवा » के लिए हृठ करो । इस प्रकार प्राप्त मूलो के सगत हमे दी सरल 
रेखाओं के समोकरश प्राप्त हो जायेंगे । 

उदाहरण : सिद्ध करो कि समीकरण 3&7-8/0'-- 3/750 और 
&+ 22553 एक समद्वित्राहु समकोण ब्रिमुझ की भुजाओं को विरवित करते हैं 

क्रिपा : समोकृरण 3४2- 85) -- 3/45०0 ४ 

को हम विस्त प्रकार से लिस सकते हैं 
323-- 9.09 + 2४ - 3375-50 
अथवा (32+3>) (४-३/)७० 
«प्रथम समीकरण मूल विन्दु में से जाने वालो निम्न दो सरल रेखाओं 
को मिक्पित करता है 
3%+9+-«0 
औ-- 3)'-+0 

अब (2) से शा २ --3 तथा (3) से ह725० ३ 

इस प्रकार ये रेखायें स्पष्टतया परस्पर लम्ब हैं। 

फिर दी हुई द्वितीय समीकरण है 

अ्ज-2255३ जिससे हट 5२ + 


न (2) 
>> (3) 


६ खण्ड (») ल्लदे शी 
(3) आए ४) ककदीन कण होगी 
ते है. मा 75 
जे #शश ३ 
लवण है. 224 शी 3१६)” 49) 
हल 
ध्रका< दवा छुआ स्र्म सी कारण दी प्र छुध्थर्यर्त. बखाओं (23| 
छपित करता दें और 5 झ्ंसे दी है% (वर्ग सीकर दा 
नकर्पित 2६2६ | ० कई कीं बताती ६ “ते: छठ परिस्‍्णा्म झ्प्ठ 
है| श्र प 
च्द्वत 5 (9) 
समस्त सीना से छ्र्डाित खा मी ् 4 (करण काठ की 
+->39 6 कसर 89 ८ 7* 
हक 0 भरें 4१ स्0६ 
5%-+ 0 क्द्नन0 आए? है है मे 
ध््स्व सर्मीका रो धए छ्ल्छ बल रे मप्काखण में शन्‍्र्जग 
बदाशो।४ 7 
2 ब्ल0* 
5 भरी 5% 6४-7० * 
6, 222 है 5209 7 2८६0 
श- न ३४३४ है 24% मं 0 
9 पदक कर कक समीवाण हि 3 नि ल्न्त्0 
द्वाएं ललित मर रे पुओं मे त््दो झंपतीं ५ ल्‍000५ी ) 
दर का्पर्तित (808४०) ्ू 
उस लिये ॥ छेश्रफर्ल मे करो (जसकी गुजाओं मे छ्ल्म्त संभव 
9. 8 929: (9४ >09 आए ्। 
१0. फै >> तर र्‌ अ्नाग 
बम्स्त0 रत जलनतर१ 
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]2. सिद्ध करो कि रेखाओं #४--4%7+397--0 और 5+955८] द्वारा 
एक समबाहु त्रिभुज बनेगा । उस तिभुज का क्षेत्रफल भी ज्ञात करो। 
3. सिद्ध करो कि समीकरण ४--7%+4- 6-0 और #१- 4/+ 40850 
एक आयत की भुजाओं को निरूपित करते हैं। इसके विकर्णों (0980०725) 
के समीकरण ज्ञात करो । 
53 पप्ोकरण... बझ़5 + शाह + 09४१-८0 >-() 
हारा निरूपित रेखाओं के बीच फा कोण ज्ञात फरना । [राज; 67, 68] 
मान छो इस समीकरण द्वारा निरूपित रेखाओं के पृथक्‌ पृयक्‌ समोकरण हैं 
>-मगुड> 0 तथा ए7-का३अच२0 (2) 
इनके वाम पक्षों को परस्पर गुणा करने पर दोनों रेखाओं का संपुक्त 
समीकरण प्राप्त होगा 
(0-३) (0-7) २० >> (2) 
अब (3) समीकरण उन्ही रेखाओं को निरूषित करता है जिनको समी* 
करण () निहूपित करता है। 
मत, बरी + 2॥59 + 0४ 5 9 (१--का5) (?- #०श) 
गहाँ हमने () और (3) की स्वंसमता के लिए दक्षिण पक्ष को ४ से गुणा 
करके » के गुणांकों को समान बना लिया है । 
बयवा 4४ + २॥09+ 902: 0/2- 2(#] +३2)29+ शका।ी.... (4) 
अब दोनों पक्षों मे >> तथा »2 के गुणाकों को बराबर रखने पर 
+-0(0॥ + #2) न्‍+ २४ तथा कहा 4 
जिससे. छ+ण/-+-म 


छ 


रे > (5) 
तथा फ्ाण३च-प्ज 


यदि समीकरण (3) से निरूषित रेखाओं के बीच का कोण 6 हां तो 


गए 8-47 79 _ ४ (ए] +7७)३ + वश + (6) 
3 + हु 3 कहयुताड 


24 ] [ खण्ड (झ) निर्देशांक ज्यामिति 


अब समी, (5) से (4709) तथा का की मान समी. (6) में रखने पर 


डँ दा कम: 
9 | 


६80 8 ++ हट 
]+ हक 

| ०5७०“) | 

“« अभीष्ठ कोण | 8च्चाँशताओं कप हम ) | 


टिप्पणी ; शा] तथा ॥9 के पृथक्‌ू-पृथक समान करणीगत होने के कारण 
कुछ अपुविधाजनक हैं । किन्तु समीकरण 4:४2 4- 20:07 + 0)--0 के अध्ययन 
में ॥7३ 47७ तथा ॥.0॥॥ के उपरोक्त मानों को स्मरण रखना बड़ा सरल है 
और यह उपयोगी सिद्ध होता है । 

उपस्ताध्य 4. लम्बता के लिए प्रतिबन्‍्ध (0070४070 #07 एशए९870व- 
०णेशा9). (राज, 67] 

यदि 85590" तो ॥80 655० जिम्के लिए ८+ 850 

४ अर्थात्‌ इस अवस्था में सरल रेखाएँ परस्पर लम्ब होंगी। अतः यदि 
' समीकरण () 4४2 + 2॥%9 + 29 --0 द्वारा निरूपित सरल रेखाएँ परस्पर 
लम्ब हों तो 8--7550. होगा । . 

अर्थात्‌ इस समघात समीकरण में ५४ और »2 के गुणांकों का योग शून्य हो गा। 

उपसाध्य 2. संपात के लिए प्रतिबन्ध (2000प90॥ 0० ००ं॥०५६॥०४) 
| (राज; 67] 

यदि 95-70 तो ६४॥ 9-0, जिपसे /४ -- 60-- 0 

अर्थात्‌ इस अवस्था में रेखाये संपाती (एणंग्रज॑तथा। होंगो। अतः 
यदि समीकरण 4» + 2055 4+- 8992-०0 द्वारा मिहपित सरल रेखाएं संपाती 
हों तो ४-४9 होगा । 

इस अवस्था में समीकरण का वामपक्ष एक पुणे वर्ग होगा व्योकि इस 
स्थिति में समीक्रण बन जाता है-- * 
“५. 422+2/4820+ 0/50 अर्थात ((/४७+ २/ 89)१--० 


६ दो या अधिक सरल रेखाएं ] (25 
दृष्टान्तीय उदाहरण 


उदाहरण . निम्त समीकरणों द्वारा विरूषित सरल रेखाओं के पृथक 
पृषफ्‌ समीकरण ज्ञात करो तथा उनके बीच के कोण बताओ--+ 
(०) 438--2429+ |)2--0. 
(0) ४8--20 ६ 6-37 0, 
क्रिया : (2) महाँ समीकरण को इस रूप में रखा जा सकता है 
4&2--2259-25/+ )2-:0 
भझपवा 25 (2४-9)-9 (22- 9)-0 
अथवा (22-9) (25--))७-० 
“>समीकरण () से विरूपित रेखाओं के पृथक पृथक समीकरण हैं: 
25-॥950 और 2:--75--0 
यदि इनकी प्रवणता #| तथा ४०. हों तो #, ८८ रे तथा #7/5८2- 
पट ट। वछया (4-72: ) 
4 + हुहा2 ]+< ५ 


20 4 
॥५ कम ब्ड् खा. 
जय ( ॥5 ) है ([ 5 ॥ ) 


इस कोश का मान हम सीघा अनुच्छेद 5-2 में दिवस “दृत् द्वारा भी 
ज्ञात पर सकते हैं जता अगले उदाइरण में प्रदर्घित /ै 
(8) पहाँ दिया हुआ समीकरण रखा छा सख्दा है 


“>अमीष्ट कोश ७ हा 


“द्व + 27- ।299«  #क/ 


2 _-- 225 85% 5 08/7/ 8 
दि र्र 
ब्ब, 2घ25 09:22662/ , ....॥४॥ र 7 


जिससे 


४ डे हा ० 


826 ] [ साग्ड (अ) निर्देशक ज्यामिति 


शत; रेखाओं के थक -पृथयर समीकरण ० 
अध्य [866 9० ता 0) ४ और ह>+-8॥ 64-65 0) #रर) 
पिर रेखाओं के बीच का कोश जात करने कि लिए यह 
ह ल्‍*  /ल्‍॑य ++ तथा ॥-८ +६ ७) 2 
८ ५++ 2७० ) 
इग प्रकार अन्तिया 3! के गृणकी का योग धुस्य है ।श्रतः दी है 
समीक रंग द्वारा मिरवित रेखाएँ परस्पर लम्य हैं । 
प्रयाहधा 2, सिद्ध करो कि स्मीमारश /४2- 2॥09--6/#7 » 0 द्वारा 
मिछवित सरल रैखाएं समीकरण डर न 2॥2७ | /3022:0 काश गिमधित 
सरण रेखाओ के, सुल बिन्दु पर, लस्य | । (शिण,, 7959] 
क्रिया : मात लो समीवारण &75 4- 2॥55 409८ «४ ) से मिशपित 
इलानं के अलग-अछप गगीया रण है--- 


है हल ॥] #?४) कह |] ) 
नथाो हा /7;%४ ३१०४ [ ४ ) 

9५ जिस 2॥ 
2भिंगगे #॥%॥॥ स्ट:ट ०7 शरीर ॥|#0 धन के (2) 


अय राखाओं () तथा (2) पर मूछ बिस्दु से शाते गए छाम्बों में 
स्ीगरगा >> 


|/ नै हे झप (4) मथा ॥॥9) के ४ कस ७) 
४. पैसे लस्बों का संयृत्त समीकरस है (#|» 4 ह/(#0४ 4- ४) ८२ 0 
अर्थात आ|#/ कह + [ह॥; न ?ा;)) 30 | ४ ८+ 0 «्(2) 


इन राभीकरण (3) गे (॥| 4-ह;)) तथा || के मानो मो प्रतिस्थापित 
करने पर प्राप्त होता है 
धर ० 2॥ ५ 
नयी -+- 9 न हट मन 0 
7 हि 004 हट #० 
भंयाति... 2/7--2॥2) +- 6:४7 #७ 0 
खाहरण 3, सिद्ध करी कि रेखाएँ अ+वफन- ८50. रेखा 


४--/८4 के साथ एफ समवाहु विश्वज बताती £ । (राज; 65] 
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क्रिया: यहाँ दिये हुए समीकररा द्वारा निरूपित रेखाओ के पृथक २ रामीकरण हैं 


#कत(--2+ «/ 3) «() 
तथा. »)5(-2-७/3)» न्न्2) 
इनकी प्रवणतायें-2+ २/3 तथा -2-- २/3 हैं 
तथा तोसरी रेखा ४--#5-4 न्न्न) 


रेखा (3) की प्रवणता+ 


अब रेखा () तथा (3) के बीच का कोष ->(8॥57 ! (2+ 3) 


4+(“-2+ ४3) 
स्तआाए (7) --शा77 /3०60% 
घ्लॉँश0 ( जया था? / 

फिर समीकरण ४१2+ 42) + »*+0/द्वारा निरूषित रेसाओं के बीच का पोए 


(“कल ( 287 -- 8 
4+0 


कब्जा (न ) ब था? /35:-60% 


इस प्रकार दो गई रेखाओं से बने भिम्नुज के दो कोण 60" क् हैं॥ अतः 
तीसरा कोश भी 60९ का होगा । बतः त्रिमुज समवाहु है। 


54. समोकरण ४५१ + 2॥59 + 7975-२0 द्वारा निदषषित रेशाओं के बोच 


के कोर्णों के अपकों के समीकरण जात करना । [राज; 953] 
४ 
मानलो समीकरण 6. |! 2:25 
0शो + 2009 4- 0$४--0 द्वारा तू रा 


निरूपित रेखाएँ »8 तथा 00 
हैं और मान छो #8 तथा 
6 0, >-अक्ष से क्रमच: ८ ठपा 
5 कोए बनाती हैं। 





#* ०3५ 2#0897+## व 
8(9-<855 ०)(४-७१३० 8) दित्र 36 


328 [ छण्ड (आ) विर्देश्वांक ज्यामिति 


श्ड 

जिद ०-+870 85 +-... 
| 5 

बल दर 

दखार ६270 6 एघ० 8 उदय 





५....0.. >> २३४०-४४ २० तथा 57 हैं तक ये क़ररधाः क्ष 
न लोकोणों के बर्घषक 5 तथा 598 हूँ तथा ये क़मशः अन्वक्ष सै 








हु ये 
अर 9ल्‍- 8 <- हे 8_4 के 8 
कंघदा 2895-07 + 8 


बब कोणों के अर्वेकों का सयुक्त समीकरण है 

(3'--* ध्थ३ 8) ३)! --» ६४७० ६90? <- 8) 550 
बबदा. (7>-<> ६घशाण 9) (5+> ०० 9)5-0 
अर्वातू 30-5७ (ईश 8-०० 9) -* <- 


8959 -- 2 
बब. ि8 6-०० 6-० टी 0 ० 7“ 
7807 8 ६850 29 
क्किन्तु ६७४ 28-%५॥ (६ + 5) 
शाह (३ 


__ 80 6+780 8__ 0 


स्स््ट 





- च्शट 


]-+59 ध 870 8 द 


कान >जरन- 











४ 
(4८ 
त्त्ट्ःःह 
४ का मंजीकि २४ 2 __४--+४ 
«७ - देय मुराकेि>: छत 25 स्त्ड्र् 
अठः कर्थकों का अमीधद् समीकरण है-- 
380 कक 7 +ऑच्ल0 
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दृष्टान्तीय उदाहरण 
उदाहरण ]. समीकरण >?-+2ल्‍9 ००४८००७--)४७० द्वारा विरूपित 
रेखाओं के बीच के कोणों के अधंकों का समीकरण ज्ञात करो । 
क्रिया : यहाँ 55८5।, 0ल्‍-८ - [,१5-९००५९० 8 
मृत्र के द्वारा कोणों के अर्धकों का अभीष्ट समीकरण है 
अ-आर _ 2 
वज[ऊझ) ब्कबछ 
मी] 
4 
अर्थात औ-- 239 ७0 9-32--0 
उदाहरण 2, सिद्ध कीजिए कि समीकरण 4:४४ +- 2000 + 9)25-0 से मिरूपित 
सरल रेखा युग्म पर बिन्दु (४”, »”) से डाले गये लम्बो का गुएंनफल 
बह + 2॥#5279 + # 7 है 
3 (ध-०)०+ १६६ (राज; 50,55,56,63] 
क्रिया ; माना कि दिया हुआ समीकरण 4४7 + 2830 +6/7 ७0 ....() 
निम्न दो रेखाओ को प्रदर्शित करता है-- 


ब्अछ 8 6 





27 #|४5०० तथा ै॥-ै५2४5०० 2) 
अतः उनका संयुक्त समीकरण होगा 
8(/- खपत) (#४-००४४)०० >ल() 
(|) त्तया (3) सर्वे सम होंगे अतः 
न्‍-52॥ क 
फर्क हत्त-डु> और ५ + आज ब्न्‍(4) 


दोनो रेखाओं पर दिये गए बिन्दु (2/, 3”) से ढाले गये सम्बों का गुपनफल 
2> करा जज (8 

जाकल ऊफकड 

374 _.. (&॥ + ह2) २0 +धाकरणी 

३ +शार+ अं उ्््ण्् आप 


हद 


खण्ड (अ) पक्चन५७ ७ 


६ 


| 2 कलर ततोर एराएश 
५ (0 90* हे 
हा । श शंढ़ो 7 27477 (तर! शो 
गाव 
० - (७0४) 


& 
ला आम ८“ टू डा + फू 


“280: 
पा 
बुला! 


ने -< 
वश टल्दरन 7 हि प |] १ 2, 


०० ्ट्नदा + 
ज्ट2 े हा हर शकरण पा नै 4 ॥ (6 मे शु् छ्रूपित 
कक भ कै 
ऋरण 
0 


न्डः 





४2 दो या अधिक सरल रेजाएं 83] 
है एं ] [ 


उदाहरण 4, यदि समीकरण 4० + 265४9 +8/2--८0 द्वारा निरूपित दो 
रेखाओं में से एक अक्षों के बीच के कोण को समद्विभाजित करती है तो सिद्ध 
करो कि (० + 8,/2--4/#/ [राज; 60 ] 


छिया : यदि दिये गये समीकरण द्वारा निरूषित रेखाओं में से एक अक्षों 
के बीच के कोण को समद्विमाजित करती है तो उसका समीकरण होगा 
2रू्|या >5--४ तव मान लो दिये हुए समोकरण द्वारा निरूपित दूसरी 
रेखा ऊच्य्गार है । 
ताकि. 4 + 2॥039 + 2/5-० (>स-|) (४-रूए) 
१2 


जिम्मे काजू ++- न्ड्र न्न्न) 
प्रौर # +८ (+)-- हय "»(2) 
(2) द्वारा हम प्राप्त करते हैं का ने हि 


का के इस मान को (]) मे प्रतिस्थापित करने पर 
9 2#॥ 
प्र ( छा + ) मन मा 
मर्थाद्‌ +#(४+80)55--2# 
दा (०+ 0)२--4#९ जो अभोष्ट परिणाम है | 


प्रशनावली 8 (9) 


निम्न समीकरणों द्वारा निरूपित रेखाओं के बोच के कोए श्ञात करो 
प्रथा उन कोषणों के अर्थकों के समीकरण भी लिसो-- 
]. #&-220-+ 2$#750. 2. हक 220 8८००+#5-०- 
3, 25४0-22 ./75%)/+ 43:?850,. 4 5>+ 459+ 897-:0. 
5. [7.23+ 220०० 6+»7--0. (#) #- 2०0 गा 6-2०5०. 


डी 


32 ] [ खण्ड (अ) निर्देशांक ज्यामितति 


बा पल 


0, 


335 


2. 


3. 


के 


5. 


सिद्ध करो -कि निमत समीकरण मूल बिन्दु में से जाने वाली दो : 


लम्ब रेखाओं को निरूपित करते हैं। (प्रश्व 6 से 8) 
35% 4. 7%7-- 3/2--0. 
48 (४ -- ५०) 4- (88-- 82) >#79:<0. 
(४-4)? + 20 (४-०) (४-9) -- (४--2)१5८०, 
समीकरण /2४2-- 4४७४--३१-८० द्वारा निरूपित रेखाओं के बीच 
में 45? का कोण होने के लिए प्रतिवन्ध ज्ञात करो ॥ ' 
यदि समीकरण ४55--0::४--७*-+० द्वारा निरूपित रेखाएँ >-अक्ष 
से कोण ० तथा 8 बवाती हों तो मिम्न व्यंजकों के मान बताओ--- 
() शा 0-शा 8 ([ग) ०ण 6+०० 8 (7) प्या (१+ 8) 
सिद्ध करो कि समीकरण 
(४ +- 25) शंयः 0००(७ ०05 8-9 भं।॥ 9) 

द्वारा निरूषित रेखाओं के बीच कोश 26 है। 
मूल विन्दु से होकर जाने वाली गौर रेखाओं 328--4>7+- 29-50 
पर लम्व सरल रेखाओं का समीकरण ज्ञात करो । 
यदि समीकरण ०४ +- 2059 + 2/2--0 द्वारा निरूपित दो में से 
एक रेखा समीकरण 4४“ +- 207) + //72--0 द्वारा मिरूपित दो 
में से एक रेखा के संपाती हो तो इसके लिए प्रतिवन्ध ज्ञात करो । 

[ राज., 64 ] 
यदि समीकरण #--27990-39*-50 तथा >2--2427-३४४६० 
से प्रदक्षित होने वाली सरल रेखाओओनों के जोड़े एक दुसरे के बीच के 


: कोरणों के द्विभाजक हैं तो सिद्ध कोजिए 245---.._[राज., 58, 70 ] 


प्रमाणित करो कि युग्म रेखाएँ 

4 (8८०28 -- शंए१ 6) -- 259 शा 8+ 37 5029 5:८0, 
#-अक्ष के साथ जो कोण बनाती है उनके स्पर्शज्या (+४08०7/5) का 
गन्तर 2 है । [ राज; 67 ] 


|] 


हू 7 


१४० ४५२७०३७ 


दो या प्रधिक सरल रेखाएँ ] [733 
ली 
सिद्ध करो कि सरल रेखा युग्म 2#+-6 >7--977--0 सरल रेखा 
गरुग्म 4&+ 822+ 55--0 के साथ वरावर-बरावर कोण पर भुका 
हुआ है। (राज; 50] 
सिद्ध कीजिये कि सरल रेखाएँ ० + 2#9+ 5-८0 सरल 
रेखाओं ०४+2#27+ 89 + £ (४+37)5-0 के साथ बरावर- 
बराबर कोण पर भुकी हुई हैं। (राज; 59] 
समीकरण 2 + 9%9+ 837--0 द्वारा निरूषित सरल रेखाओं पर 
विन्दु (3, 2) से डाले गये लम्बो का गुणनफल ज्ञात करो 
विर्देज्ञांकों के मूल विन्‍्दु से जाने वाली दो रेखाओं की विन्दु (४,, »]) 
से दूरी ४ है, सिद्ध करो कि ये रेखायें 
(2,७/--२०,)*०२०८१(-४४ + »*) से निरूपित होती हैं। 
पिद्ध करो कि मूल विदु से गुजरने वादी और सरल रेखा #+/#5-0 
के साथ ० कोश बनाने वाली दो सरल रेखाओं का समोकरण 
>2+2 20 54८222 +#--0 है। 
वह प्रतिबन्ध ज्ञात करो जबबि ०४३+ 2#79+ 80)7-:0 द्वारा 
प्रदर्शित दो रेखाओं में से एक रेखा ध४१+ 2639+027--0 द्वारा 
प्रदर्शित दो रेखाओ में से एदः पर लम्ब हो | 


व्यापक हिघात समीकरण 
(एशाश-१| 5६९००( (६27९९ €प०४४०॥) 

5. चहू प्रतियन्ध ज्ञात करना जिससे व्यापक द्विधात समीकरण 

254 +- 2059 +#५7+ 220+ 2/7+०७०० () 
सरल रेखाओं को निरुपतित करे । [राज; 66, 70] 

(व्यापक द्विघात समीकरण में > तथा #» के द्वितोय घात, एक घात तथा 
प्य घात के सभी सम्भव पद होते है) जबकि द्वितीय घात के समपातों 
केवल द्वितीय घात के ही पद होते हैं । 

यदि यह समीकरण दो सरछ रेखाओं को निरूपित करता है तो जृ 
मे पक्ष वाला व्यंजक दो एकधाती ग्रुणनखण्डों में विभाजित होनास्‍तारि 


द्रीटी है १०० है! 
कल 
हि हि 
2 ली दोनी क्वीर- [0 80॥ | 






हट 
छ्र्थी (हल 
कट: (दी 42.८; 2 दम किक 7४020 द्लक 
द्वं सर लू नल ब्का 74330 द्धाय लत द्ध (छत £ मम । श्ल दा 
हे ड््द्न ४ 2. ् >श्न श्र दिया देगी न 
छाती ध्र्दीकाओी द्धाप्य 5 कि, दल लि दिल क्षण दल 
पक » _+ कोना >> ८« #££ 59 2 
बढ आवक के दब टी आ्दिय ही सरल के. 
7) 
की लग ) 8“ 
हर ८ (आ ड (3 
ऋरथोर्द कप्तगििी 7 / “7 कॉोल्‍गट बकरी ट 
न 9 + ४ है 
क्षरथी हि 4 है दे रण 9 न द्रः ) >0* 
"कट ऋादिकनरत 2 
ऋत- दछुनी ध्रदिती + द्ू 
दर हि कक #-+ ० 
रुख अतिकाई द््ी द्ल्न्ी ५0877) ठ 7 पक मन ६0 
द्धर खत द््ू 
(्द्वी 8 
ल््न्ण 


2 
॥ 
हर * 
दा दार्यया् तक द्व द्वववाउ (३ सीकर द्वार दवा दि 


3 ; दो या अधिक सरत रेखाएं ] [ 35 


5%5]. यह प्रतिवन्‍ध ज्ञात फरना जिससे 
2. ने 2277-+-8/+ + 28%+ 2/74-2« 0 
द्वारा प्रबर्शित रेशायें समास्तर हों और इनके बोच की दूरी शात करना । 
(दान; 960] 


यदि व्यपपक समीकरण दो समान्तर रेखाओं को निहूपित फरता हो तो 
मान लो 


बड़ + 2800-50) + 22४ + 2//+ ० 
ह(4/४ *++१/३ /+#) (६/४ 3+ /8 »++9) 
समान पदो के गुणांको की तुलना करने पर हम प्राप्त करते हैं-- 
७/2(४४+-४५) <+ 2€ मोर २/6 (॥, +#2)2/ 


दि 28 ___ 
जिससे है। पक 7 7 ...(४) 
और 2048 < 2# नन्न) 
त्तपा ध्िप्िच्ल्ण नल) 
(ए) से 28 «है >्श 
_अब (४) से 8४१० 
अथवा बरह्डी पर 
हे #2/ 3८4१ 
अर्थात्‌ महल्स्था 


«. रेखा समान्तर होंगी यदि # «००6 तथा &/#>्र 

फ़िर इन समान्तर रेखाओ के वीच की द्री 

स्लूमूछ विरदु से इन रेखाओं पर डाले गये लम्बी का पत्तद 
#- 9 __ ४(६॥ +#9)--4/465 

- शग्यड -2+8 


लक 














2(2+2) 


( खण्ड (ऊछ) 0 

द्दीकरण 8४ ने 2छ४%ए + छत मु ने री और स्न्न्छै 

दर वित शेख क्के दी क्का कोण जद छूरना १ 

प्त्त लो सभी द्वारा नि उद्धाओं के पर करण & 

ये 7 और न हर व 72 
् कोण हा है, धान >+ ९ 
क्के दी क्का वी 8 090 
व्‌ 75 
| ५३ श०9ल 0) के गिह | १29) >>0 (7 व कि है 
(छा पवारमे 7 ध्ग्े 
दोनों पक्षी त 20 और 72 क्के गुणांकों को वर रखने पर 
हि ४4१] ठ्था हि 9 
छ03 ने शीश -िल म | ( छठी 9 
&हसंसे 74“ 69*_ ्ि। (परे ॥ 5 2. है| 79 
&॥2 प्र्हि 52 | गे 
झ्ध्८ का टनक --१० 
रण तन 
अतः अर कोण 0च्तॉशी एम हि लीक कर 
३ के 777 56९ 
(१+ 
यश) हर आह ) 
हक कक 
9 मन 0 द्वार 


या । 8च+ 0 
पु 
वी द्वीकरण 67: थाम है 4 
छ््व्दु मे होकर जाते वाल 
(कि 


द्च्प्ष्णी 4. यह वह कोण हैं. | सर्म 
रेखाओं के दए्व होता हैं? क्योंकि ये के 
द्वारा ल्लरूपित रुखाओं ते समप्तर छ् 
द््काएल क्र बी यह 


ह्लरूपित 
दरंड्पात्मक भर ज्॑ रेखाओं के समीकरण एन पृथक निक 
ज्ञात किगी ऊ सकतीं है 
(द व्यापक द्विचा हूपित सेवी, समान्तर 
तो &#४7४0* 


5 : दो था अधिक सरल रेखाएँ ] [ 837 


दृष्डान्तीय उदाहरण 
अ्टहिएण . छा का वह मान ज्ञात करो लिसके लिए समीकरण 
कर +#9-0/7+ 754 9//-95<0 दो सरल रेखाओं को निरूपित 
करता है। थ 
१9 7 प्रा 
जिया | यहाँ ८८३, 0००-१0, ८७ --०, चिजिश ध्क्जु | च्ज् 
समीकरण के दो सरल रेखाओं को निरूपित करने के लिए प्रतिवन्ध है : 


9 ,7 +# 92 
3» (-0) (“०)-२४ कु लू 2 ला 7१२ (५) 


“०० ८८० +० 


33 ]083 , 245 | 3 ७ 
80- न्यू ख-युन न +त्र ते ञ्न्कि 
अथवा 6धो-- 33#+ 275--0 
अगवा + (#॥- ) (68- ]27) ७0 
“« 7-० | अथवा ््ि उत्तर 


उदाहरण 2. घिद्ध करो कि समीकरण 2 -- 729 + 392 + ४+ 77-6<0 
दो सरछ रेखाओं को निरूपित करता है इन रेखाओ के प्रथक्‌-पृथकू समीकरण 
शात करो तथा इनका प्रतिच्छेद विन्दु द उनके बोच का कोण भी ज्ञात करो। 


क्रिया ; दिये हुए समीकरण के केवल द्विधाती पदों 2%0-.. 79+ 3४ के 
गुणन-सण्ड करने पर प्राप्त होता है - 


2४४-- 722+ 3#55(2२४--2) (४+-%) 
अब मान ली 
2४-7१००+३)++ ६ + 77- 6 
ड(2%:-9 4-८.) (-.. ३७.३. » 


६ दो या अधिक सखल रैखाएँ ] [39 


प्रशनावली 5 (७) 


, प्रिद्ध करो कि मिम्त समोकरण दो सरल रेखाओं को निरूपित करते हैं: 
(0) #॥-२४७-३3#+2/-3ल्‍70 
(४) 228-637+27+22-0/-4550. 
, & का मान ज्ञात करो यदि (3४+49) (४->27-5) 
+/#(४१+ 3)१-- 25) 50 दो सरल रेखाओं को प्रदर्शित करता हो । 
(राज; 62] 
. # का मान ज्ञात करो जिसके लिए निम्त समोकरण दो सरल रेखाओं को 
निरूषित करे और उन सरल रेखाओं के समीकरण ज्ञात करो । 
(7) 2%2-0%9+ 27+ %--5/+/550... (राज; 60] 
(४) ७-8>४+9/- '25६० (रिज; 70] 
(80) 202+ 32)- 222-]]9-2%+#-७0 (राज; 60] 
निम्नलिछित समीकरण द्वारा निरूवषित रेखाओं के समोकरण 
अलग-अलग ज्ञात करो और उनके बं।च के कोण तथा प्रतिच्छेद विन्दु के 
निर्देधांक ज्ञात करो + 
(४) 6/-)१+०)/-55४+ 57-60. 
(7) 0-2)8-%9-%- 79--6 ५5:०0. 
(॥) 658-#४४--502-]%+ 3]95-0 
«» यदि 622-- ]।5/- ]0)2-- ]994- ८५८0 दो सरल रेखाओं को 
निरूपित करे तो ८ का मान ज्ञात करो और इन रेखाओं के समीकरण तथा 
इनके बीच का कोण ओर प्रदिच्छेद बिन्दु भी ज्ञात करो । 
सिद्ध करो कि समीकरण 
3 +% 8307-3/-4052+309--75-50_ दो समलम्ब सरल 
रेखाओं को निरूपित करठा है । उनके प्रतिच्छेद दिन्दु के निर्देशाक भी 
ज्ञात करो। [राज; 64] 





सहायता से गे 
दिववीम घाव 


च्र्प्प्द करते ह्ँ 


-5 : दो या अधिक सरल रेखाएँ ] "[4] 


[ बयोकि अब ? तथा ९ सरल रेखा ([ ) था वक़ (2) दोनों पर स्थित 
हैं, तो थे समीकरण (4) से निरूपित वक्र पर भी स्थित होंगे | 
अतएव समीकरण (4) रेखा () तथा वक़ (2) के प्रतिच्छेद विग्दुओं से जाने 
बाली किसी विन्दुपध को निरूपित करता है। किस्तु यह समीकरण > तथा 2 
में द्वितीय घात का समघात समीकरण है ॥ अतः यह मूल दिन्‍्दु से होकर जाने 
वाला दो रेखायें निरुषित करता है । 

इस प्रकार समीकरण (4) परलरेखा () तथा वक (2) के प्रतिच्छेद 
बि्दुओं (? तथा 0) को मूल विन्दु से मिलाने वाली दो रेखाओं को निरूपित 
करता है। 

स्मरण विधि-- किसी सरल रेखा तथा द्वितीय घात के समीकरण से 
निरूपित वक्त के प्रतिच्छेद बिन्दुओं को भूल बिन्दु से मिलाने वाली इन रेखाओं 
का समीकरण, वक़ के समीकरण को सरल रेखा के समीकरण की सहायता से 
दितीय घात का समघात समीकरण बनाने पर प्रात होता है। ऐसा फरने के 
लिये बक्र के समीकरण के द्विघाती पदों को पहिले अ+रिवर्तित रखते हैं, और 
इसके प्रथम धात के पदों को सरल रेखा के समीकरण से प्राप्त एक घात के ऐसे 
पर्दों से गुणा करते हैं जिदका मान ! होता है तथा शून्य घात के पदों (अचर 
पदों ) को एक घात के इन पदों के बगगे से गुण। करते हैं। इस प्रकार प्राप्त 
समीकरण में सद हो पद ड॒िघाती हो जाते हैं । 

दृष्टान्तीय उदाहरण 
उधाहरण . सिद्ध करो कि मूल बिश्दु को रेखा )--53%+2 और वक् 
अऔ+22/+3)24-4%+8/-5--0 के प्रतिच्छेद बिन्दुओं से मिलाने 
वाली रेखाओं के दीच का कोण 
छा बच्चे होगा [ राज; 67, 69, 77 ] 

किया : वक़़ ओर रेखा के प्रतिच्छेद विन्दुओं को मूत्र बिन्दु से मिलाने 
वालो रेखाओ का छंयुवत समीकरण वक्र के समीकरण को रेखा के समीकरण 
की सद्वापता से समरधाती बनाने पर प्रास द्ोता है-- 


), है| (खण्ड (ञ्र) दशक 
9 ०28 " 3 न 43६ का ) रे 3. 38 ) 
्। है * तर धे रू 
-.) (अदा न है सन) 
82 
या 438 के परे न ३2 केशरेंगे 7 24४ १6४४४ 489५7 
99% 00२) 
या ११9४८४० [व चर 
पृ ् 259 जा ॥ 40 च्् 0 
घ्स समीकणण द््प्ण्‌ र्दशित रब वा श्खाओं के रद्द के कोए 
2णप्िट इ74(- | १.2 
ब-- 5 5 (+अलबटा अर ) (06823: न्‍) दम | ४ -) 
न्‌-.3 5 
उदहृएण * भूल छ्दन्दु, को घरल पी क्ताीओं पे ९ था व 
न) नी (्तच्छेद्र पविर ओं से क्षलपने रेखाएँ, पर समकीण 
छोगी मदि 20 _ ने ) [ राज; 66, 72 ) 
पा समीकरण के समीक्षा दी सहायतों से सम 
बनने पर ऊन ओ का सेऊ करण होगा 
८ 
दथव १ करवा) है (० ता 4) + 26धा20' 0 
यदि मे पथ समको हों; तो 
श्र) ने ०..०१८० 
अर्थोर्द १6धना व) के गो 
उदाहरण )- करो कि ले द्वघ्दु को दो क्रो 
9 3. 20) किन रेड चल ५ 
क्र 7 या ड्नाटओ अर 
प्् रो घलते दाली दो रेखाएँ, परहपर होगी या 
५ 545» ० 
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किया : यहाँ पहिले हम वक्रों के प्रतिच्छेद विन्दुओं को मूल विस्दु से 
पिलाने वाछी रेखाओं का समीकरण ज्ञात करेंगे । यह समीकरण द्वितीय घाते 
कह समधात समीकरण होना चाहिए तथा दिए हुए बक्ों की सद्दायता से प्राप्त 
हीना चाहिए । 

अत्तः बक्रों के समीकरणों में से < वाले प्रथम घात के पर्दों को हमको 
लुप्त करना है । इसके लिए हम (!) को 8? तथा (2) को ह से गुशा करके 
घटाने पर प्राप्त करते हैं 

(०४ + 20870 + 829१ + 28200)--(४/४क + 20/8% 

+-2/8/0+ २४४/४)5०० 

अर्याव्‌ (०४/--०४)४४+ 2०07४ -# ३) + [६४ ४४) ७0 

इसके द्वारा निरुपित मूल विस्दु में से जाने वाली ये दो रेखाएँ 
परस्पर तब लम्द होंगो जब इसमें आए हुए >/ तथा 3 के गुणांकों का 
मोग शून्य हो । 

अत; अभीष्ट प्रतिवन्ध हैं 

(०४/- ०४)+-(४४/-१४)२६० 
बर्याद. 2/(०+४) ७8(०/+४/) 


प्रइनावली 5 (6) 


.._ विम्त रेखा तथा बक्र के प्रतिच्छेद दिन्दुओं को मूल दिन्दु से म्रिलाने वाले 
रैज़ा गुम का समीकरण ज्ञात करो : 
), [) #४-7'5६३; >3२-३१०--०, 

(7) 35- 29-54; 4>-. $#प-- ४+ 2#च- है, 


<. सरत रेखा 22--४७३ शौर वहा्न 7-२४ --३४--6०+ 8 


+5० के अतिब्छेद विखुओं को मूल बिन्दु से मिक्षाने वालो दो रेखाओं का 
सम्ीद्ररण तथा उनके दीव का कोण ज्ञाठ करिये। छिन 57 |] 


5 ; दो या अधिक सरल रेखाएं ] [45 


9. 


0. 


]. 


2. 


५५ 


सिद्ध करो कि मूल बिन्दु को 
558 + 25%9--6/2+ 4%--27+ 350 और #४-#»5) के 
प्रतिच्छेद विन्‍्दुओ से मिलाने वाली रेखाएँ >-अक्ष के साथ समान कोण 
बनाती हैं । [राज 7958] 
यदि सरल रेखा ४--9/5-2 तथा वक्र ४३-- 459 + 277-2%5+ 3 
+/#८-5० के प्रतिच्छेद विस्दुओं को मूल बिन्दु से मिलाने वाली रेखाएँ 
परस्पर 45" का कोण बनाती हैं तो £ का मान ज्ञात करो । 
बृत्त ४४+ १7--४२ को एक जीवा (००70) ७+!7+ 550 मूल 
बिन्दु पर 45? का कोण अन्तरित्त करती है। सिद्ध करो कि 

4[०४(॥३ + क्र) --।] 5+[०१(/३+ १४३) -- 2] 2 
सिद्ध करो कि सरल रेखा ४-3 नू2 
और वक़ 52% +- |259- 89% + 8:--49+ ]2550 
के प्रतिष्छेद विन्दुओ को मूल विन्दु से मिलाने वाली रेखाएँ >न्भक्ष के 
साथ समान कोण बनाती हैं । 

प्रदनावली 5 (७) 

समोकरण 629--9४-8/-2550 द्वारा निहूपित सरल 
रेखाएँ होगी-- 
(8) 2%+ 3550 त्पा 39-45०0 
(8) 2/-3-50 तथा 358+45+-50 
(0) 35--4८-० तथा 2/+3--0 
(0) 2४-35-50 तथा 3/+4<-0 (+ 5१ 
समीकरण 4:७४ $ 2#59+ 8-८0 द्वारा निरूषित सरण रेखायो के 
समीकरण होंगे-- 
(8) ०-६ /कैसएक। 3 0 
(8) 4४-+-(॥+ /क््य्क्व) 05०० 
(०) ०४६(४+ /कस्ययढ) + 5० 
(0) 4६ + (॥& पद) २२२० ( ) 


ज्यामिति 


प खण्ड (ञ) पत्र्द्चाक 


जै 
समीकरण + शार के 9श्न्त्0 द्वारा निल्‍ डूपित संय्ल रेखाली की 
द्ध था 
(४) “5 (8) ह 
किक 4] 
०) हक छ9) >+८ 
4, यदि समीकरय्य दर के टिएल 3. 9 नल्‍्त0 द्वारा धलहूपित सरल रेजाना 
पृथकऋ-पवर् सर्मीकस्ए 3 बलि ठया 27 गद्ओ तो 73“ 
का माँद होगा 
2 
(“) च् 2 (9) /॥$+ ०४० 
० ४छडके 
(०) 5८ «3-० 3- ५४ (9) ->-० ॥2...97 ( ) 
.. 3« समीकरण ५४ उ__ शरख्ता के 2 7* 0 द्वारा पलरूपित रेखाओी * दीच के 
बा कोण की स्पशज्या (६शशथ॥0 होगी 
०४ 2 के 
रे जप (9 
७» ८+8 ) (धर +ाछकछो 
ब्रीधिग हा, 7-0 
मनन ला (9 
(0) क + » (9) 45 ( ) 
6 समीकरण ऋौज 4६30-30 0 द्वारा भ्र्दादात चखाओं चर क्का कोण 
होगा-- 
(2) 32 0९ (8) (0) 6 0९ (9) 90? (्‌ 
व. उमीकरण ० 3 शा - 2 7 9 द्वारा छलखूपित रेखाएँ, लम् 
हुयी यदि 
(>>) 4-+- गत्ते (9) 6-2 
(0) ॥2-- ४४६ (55 


(()) 7-० 9व+ 


0. 


4. 
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समीकरण 2८० + 2770 + 2)» 0 द्वारा निहूषित रेखाप्रों के दोच के 
कोणों के समद्विभाजकों का समोकरण है-- 








अ-32 9 खा ज कं 
(#) >> +5 (छ) ८ कब्ज 
क्र+0 | 4-8 हि 
2) अजर ७ 2-79 __>0 
.)  २००_नन5ू> किये लक +००करकनन 22 किक आकर 
(० ब- 60 स्‍त (छ 2+0 ः (्‌ ) 


समीकरण 25% -- 3: + 37 -<0 द्वारा निरूपित सरल रेसाओं के बोच 

के कोणो के समद्विभाजकों का रामोकरण है-- 

शेा-ता 
7 ठ 


22-32 _ 239 33-97 __ 229 
(७::+कुत तन 0 >क रत (६ 9) 


35 2207 


(#) (8) >> -- ुत 














व्यापक समीकरण ०४४+ 247४9+ 2)5+ 22: + 2/9+ ८० दो 
सरल रेखाओं को प्रदरशित करेगा यदि--- (राज; 970] 
(४) ०0८+ 2/8॥ + ०/२ + 8६९ + ८४४--० 

(8) 40९८-- 2/80-- ० - 88१ -- ८/९५-० 

(0) ०४८०-+-२/४४-०९- 0१९ -- ८# «७ 0 

(0) ८४८-- 2/88+ ०/१+४8४-|- ८४१७-०० 

यदि समीकरण &-37--२४+-7/ल्‍-८ युगल रेखाओ को प्रदक्षित करे 
तो ८ का मात होगा-- 

(४) ।2 (8) 8 (०06 (०) 4 (्‌ ) 


. समीकरण ०:४5 + 2/00--60* + 22४ 2//+ ०7५5० दो समान्तर 


सरल रेखाओं को निरूपरित करेगा यदि-- 

(#) ॥#१--०४ --0 (8) ॥##/+48550 
(0) #४+००-0 तथा ४/+- हम 

(0) #१-.-80-:0 तथा 6/+-३४ ३ फ 
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रेखा 7-->5८३ और वक़र ४४+4|7<-9 के प्रतिब्छेद विन्दुओं को 
मूल बिन्दु से मिलाने वाली युगल रेल्लाप्नों का समोकरण दोगा--[ 967] 
(6) <+4व० (9->)२ 

(8) :2+4)7+ (/->)२5८० 

(2) ४ ४##4)7-9(४-->)१५०० 


(0०) ४४+439%०--३(४-७) ( ) 

समोव रण 6:४2 + 4 2४9 + 7/£-०0 द्वारा निरूपित रेखाओं की प्रवणताप्ों 

का गुणनफल होगा-- [7967] 
न--4 तत्व 


७) 6 ७छ+त नई फर्ओऔऋी ( ) 


समीकरण ००४३ + 20४9+$+ 222+ ८+-०० के द्वारा दो रेखाएँ 
निरूपित होने के लिए प्रतिबन्‍्ध लिखो । [7967] 


ह३३००९१०: 





,००९०३०००० 


समीकरण 4४४ + 8-29 +2)*--0 द्वारा निरूपित रेखाओं के दीच के 
कोण के स्परश्शज्या (8०7) का सान लिखों, णवक्ति 6--055 
और ०८ «+ 6. [7967] 

(६५०४ बजे 


यदि समीकरण 4०४ + 2#5)+ 2)7--0 द्वारा निरूषित दो सरल रेखाओं 
की प्रवणतायें , व ?॥ ही तो हा। एक का मान द्वोया---_ [7968] 


७ <%क छट़्ीेी ०५4५८ एड ( ) 


/ 30-90 द्वारा निरूवित सरल रेखाओं के मध्य कोण द्वोगा-[968] 
(5) 30". (8) 45". (0) ७०९ (7) १० 


$ ; दो या अधिक सरल रेखाएँ | [5 


3. समीकरण 22“- 45/+4-07#50 द्वारा निरूपित रेसाओं के मध्य को्ों 





के समद्विभाजकी का समीकरण है -- [7970] 
23० 4बीदि,2.4 5702 “बट 2 

(8) 5४72 (8) उुस्स ब्लू 
2०258 __ 30 डेटलभ १ 

(8 दद्आाच्ण्का ऐडलीआत ( , 


4. समीकरण »£ ॥07 6-20 आ०२७+ ४ (००४१७--)-०० डा 
निरूपित सरल रेखाओं के बीच का कोण ज्ञात करो । [7970] 


]$. प्र रेखाओं ४7- 329 + 2/ «0 के बीच के कोण के समद्विभाजकों 

का समोकरश है-- [977] 
अ४-0%_ 30 50०० “बी. 

७) [2 न्का 0 विकेअसओ 


2>2< _ 239 शा 9 
एव बुत ३ डा 7] 














6, मूल बिन्द्रु को वक्र 37+ 397 + 32 + 75-0 और रैखा 22:75--३) 
के प्रतिच्छेद विन्दुओ से मिलाने वाली सरल रेखाओ का समीकरण 
5४५ ५३ + 3520 +777><0 है | जह्कं ? बराबर हैं--.. [7977] 











5-2» 5-3 
(0) +ऊ (8) >पृरृ 
2%+ 39 252+ 25 
(0 जम 00 अल (६ ) 


॥, (2४+ 39)7+ 3(25+ 39) + 2550 समान्चर रेखाओं का एक युग्म 
प्रशश्ठित करठा है उनके समीकरण ज्ञात करो । (7977 


52 ] ह ..[ खण्ड (अ) निर्देशांक ज्यामितति 


8, 


9. 


20, 


2. 


दोनों बक्षों का संयुक्त समीकरण है--- [4972] 
- (8) &/ +3--+0 (8) >2--%४७-0 
(०) 5० (0) >9--० (६ ) 


( संद्धान्तिक प्रबन. ) 
यदि चरल रेखा छे--॥9ब्न्य तथा बृत्त :+3*+ 26>-६0 क्के 
प्रतिच्छेद विन्दुनों को मूल बिन्दु से मिलाने वाली रेखाएँ संपाती 
(एणंप्रणंतंता।) हों तो सिद्ध करो कि [7968] 
दथ्माग्यथ्यओाओ -- 267 
दो सरल रेखाएँ 45--39--7550 त्तथा 245+ 77- 3]५5-50 के 
दीच के कोणों के समद्विभाजकों के समीकरण ज्ञात करो । घिद्ध करो 
कि ये परस्पर समकोरा है । [7969 | 


समीकरण 4:58 -- 457५- )5---4% -- 27-- 3-50 द्वारा निरूपषित 
समान्तर रेखाओं के समीकरण ज्ञाद कीजिए ॥ उनके बीच की दूरी भी 
ज्ञात कीजिए $ [972] 


खण्ड (ब) 


अवकलन गणित 


(जॉल्शाएंवा (व्रॉव्पांप) 


फलन एवं सीमाएँ 


(स्पान्‍धणा5 शाएं वााआ६5) 





6-0. प्रस्तावना : गणितीय समस्याओं में वहुधा ऐसी याधियाँ प्रयुक्त होती हैं 
जिनमें परस्पर कुछ सम्बन्ध होता है । गणित में हम वस्तुओं का नहीं उनके 
सम्बन्धो का अध्ययन करते हैं और इस प्रकार गणित सब विज्ञानो का द्वार या 
कुजी कही जा सकती है। 


झ्रवकलन गय्पत ( छशालकल्याओं एशे८प्रा०5 ) उद्देश्य-- कभी-कभी 
उन परिवर्तनश्यील राशियों की परिवर्तत की दर मापने की आवश्यकता पड़ती 
है णो बढ़ती या घटती रहती हैं। प्रवकलन गणित का भुरूय उद्ं श्य ऐसे मापन 
की विधि बतलाना तथा उनके निर्माण व प्रयोग के नियम बनाना है । इस 
प्रकार 'अवकलन, गणित की वह शाला है जिसमे हम किसी राशि के परिवर्तन 
को विधि व दर का अध्ययन करते हैं जबकि एक दूसरी राशि जिम्त पर वह 
निर्भेर करती है परिवर्तित होती है।” भ्रवकलन गणित, यान्त्रिकी (४८०४थ॥०३) 
भौतिक दास्त्र (?॥90ॉ०८७) व उन सभी विषयों की भाषा है जिनसे परिवतंन- 
शील मात्राओं का अध्ययन किया जाता है। 


0-. परिभाषाएं : 


(१) राशियाँ (0०्थाधं४८४)--जों (वस्व॒ुएँ) मारी जा सकती हैं उन्हे 
राध्तियां कहवे हैं जेसे लम्बाई, आयतन, तापक्रम, समय इत्यादि । राशियाँ दो 
प्रकार की होती हैं । (#) अचर (४) घर । इनका पूर्ण वर्गीकरण आगे दिये 
अ्रदृष्ार क्रिया शा सकठा है ! 


रपेक्ष अचर 
0॥0 (6 (रण 87फु 
(०7४7० थ 2747९ 
सभी गे शुदीय [[संक्रियाओं न 
बहुची 9, 9, ९ 
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(2) समुप्चय (5) परिभाषा : वस्तुओं (00०८७) के सुपरिभाषित 
(प्र 0७0०6) संग्रह (०"॥६०४०7) को समुच्चय कहते हैं । प्रत्येक वस्तु 
था पद को समुच्चय का ग्रवयव (शंधणव्या) कहते हैं । हर 

साधारणतया समुच्चय को अंग्रेजी वर्णणाला के बढ़े अक्षर जसे 
#, छ, 7, £ इत्यादि तथा उनके अवयव छोटे अक्षर जैसे ० 2,  # 52 
इत्यादि से निरूपित किए जाते हैं । 
उदाहरण ॥. प्राकृत सल्याओं का समुच्चय ८([, 2, 3,....) स्कोर 

2, अंग्रेजों वर्णमाला के स्व॒रो (४०७०६) का समुच्चय 
च्न(०, ०३, ० मो 
3. 0 और । के मध्य वास्तविक संख्याओं का समुच्चय 
सतह : | वास्तविक संख्या है, 0<:४<<) 
6-2, फतन अषवा निरूपण (#णाएाणा ० 'ै॥एए्ञ08५) परिमावा-- 
यदि समुच्चय &ै का प्रत्येक अवयव किसी वियम ४” के द्वारा 
समुच्चय 8 के एक अद्वितीय (7४५०८) प्रवयव » से सम्बद्ध (3550८ं॥०) 
होता है तो ऐसे तियम / को समुच्चय ४ का 8 में निरूुपण या फलन 
अथवा प्रतिवित्रण कहते हैं। इसे प्रतीकात्मक रूप से निम्न प्रकार से व्यक्त 
करे हैं ४8-58 
तथा इत्तको चित्र द्वारा विस्न प्रकार दर्शावा जाता है 





चित्र 39 
डोमेन (007) परिभावा--जबर किसी 
समुच्चय ह में प्रतिचित्रण 
डोमेन कहलाता है। 


फलन / द्वारा समुच्चद # का 
होठा है ठो ममुच्चय 4, उस कतन का ब्रान्द दा 


न] 
७५ 
ला 
3, 
प्र 
हा 


द्छ- (६87४०) प्‌ आओ क्र उठते सर्मस्त बबय. 
८ डोए हि द्वीप दा समुद्र फ़रैकि उठबवों की 7333; 
5 बे कुखदकब 
; की बैक धत्िनार्षी हा हि 
बरस 97 छ्ववी + ््क्षि हु की पल कोहली द्टै यदि बह 2 
; प्रका< द्र्न- रु कि किसी द््ध्ये छुठे डॉ जलवे भ्र्च्विक् मान के ध्ल्े 
दा छक्र छवि १८६६६, द्धी द््व चक्र स्लन 8५ दरदाते च्द््र रद 
है. जात + के रे जे हट द्यॉकि एम पते श्र्ज्त में कुछ, नी मं 
बा 2220» हे 
3 प्क़्त घक्र स्व «रू सर्थियो का की पर द्दो सकता हैं. 
उद्ाहप्स ह्दी के + द्हसके सूत्र कसी हे 
छत छ््र्ज्वां का फल है वर्थोर्ति पर द्रुद्येदा क्र श्ल्ए 7 >्थ बा छ्ब्क 
स्वत मा होठ दैं 
4. पके श्ले (छ90५गे का दप्यदन (लिसके ह्लंये मत फ्स्त्छ 7 डै) 
इतकी लिंक. छुलनत को 6 
र्यादि कि _क#ते 2? हो 9 का पी है वो > के 
प्रत्येक नीति के हि कबब एक बल मान दी 
उक्त > आज! हत्थे मी छान: क्ेतर डी 3 थ्यः 
द्लवा जी हू इन भरकर क्र 0 आई नि फलनो 
खत कपल १ 
6-3. पल ष्ा अज--न धर, रथ > के द््ंये ये मत के. 
परत ब्क ऋ5+ ५ ( नल कऋेुदल 5 ब्रा द्द्दा छुआ अत अरतिस्थी ््घ्त 
यह लिखा वा दे. 3 अल स्त्क के लि आन सक्रित 
च्द्त आप बल 
७7 07 आजा) >6तोर्त (2) अर्थीद इ्ल्लट ्ट 
ब्द्ा मना 4 (> ५_5%(2) 26 हो * 
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&) यदि / (3) 5२००४ ४-- २/३ भंग ४+-4 तो 
[जप 7४३२८४+क५८३ 
प्रदनावली 6 (2) 


]. एक फन /, £ के सव मानों के लिए /(४)--»-5४+4 से 
परिभाषित किया जाता है तो / (>) के मान ज्ञात कीजिए जबकि 
(०) अच्च (2) #ज52 (०) #5 -3 


थे यदि / (७) मू3 0052 ;-4 ०55 यश तो 
/(5) कर / (+4) शख कीजिए । 


ब्उ 


चर 





+ यदि >> >पुरपद्र भर सत्य 0) तो ४ को हके फलत के 
झूप में व्यक्त करिए] 


रे 


यदि / (0) >४-%-+3- +>-+ज्र तो मिंद फ्रीजिए कि 


(005४ (हर )* 
5. यदि / (४)5७०४ » तो सिद्ध कीजिए कि 
(0) / (५ >)5/ (४)+ / 0) 
तथा (॥) / (३)5 00-४२ () 
6, यदि (<)-5०९ तो सिद्ध करिए कि 
(7) / (-+)5/ (७) / (9) 
मोर (४) /(४->)5/ (0) + / 0) 


4 जो विल्कल गे 2 
थ से भाग देंगी श 


सार 


6 : फरन एवं छोमाएँ [76] 
(0) किमी राधि का मार्पाक्ष या निरपेश् मान ( 3(०6०प४ 07 


20580[७४६ भरश ७६. ) कु हे टीम 
फिस्ी भी राशि के मापांक से हपारा तालये उसके संब्यात्मक मान से है । 


जिसमे उसके चिह्न पर ध्यान नही दिया जाता। उदाहरणतः 6 लि मापांक 
एक हो है, बर्षावे 0 तथा इसे हम वा व्य में निम्न प्रकार से लिखते हैं-* 
6 | 5|-6 ]७० 
इसी प्रकार | १-४ | से हमार अर्प ४ त्तया 8 के अन्तर के घनारंपक 
मान से हं'ता है अर्थाद्‌ यदि 4०20 तो. | १-० |++०-० 


झौर पद <:0 तो [4-४ [७०--१ 
उदाहरणतः ।8-5 | ८] 3 [७3 
और (5-8 | #* | “३3 [कल3 
इसी प्रकार ॥8-5$ |  |$-४ [+२3. 


(#) कनग्तता की धोर अग्रत्तर होता--यदि कोई चर राशि बढ़ती और 
बढ़ती ही चली जाए और अन्त में विधार गम्य किसी भी संझया से बड़ी हो 
जाए तो इसे 'भवन्‍्त की ओर अग्रसर होती है' कहते हैं। किन्तु इससे यह नही 
सोचना चाहिए कि अनन्त (909) भी 00, 000 या 30,000,000 
की जेसी कोई बढ़ी संख्या है। वास्तव में इसका कोई निश्चित मान या 
वबास्‍्तविक थव्थिति नहीं होतो | 

संकेत (5,000) : भदि » अनन्त को ओर अपग्रध्तर हो तो उसे +->०० 
संकेत से ध्यक्त फरते हैं। उदाहरणत्त:ः यदि ४-६१, 2%, 3९, 4%,....४2, तो 
हम देखते हैं कि घाहे हम कितनी भी बड़ी संख्या # ले लें > का मान उससे 
भी बड़ा सोचा जा सकता है। 

(४) चर राशि ४ को सोमा-यदि एक चर राष्षि £ किसी निश्चित 
नियम के अनुधार मान ग्रहण करती हुई किस्तो निश्चित संश्या / के अधिक 
ओर धधिकत्तर निकट इस प्रकार पहुँचे कि प्रन्त में तथा के बन्तर के 
(निरपेक्ष) मान को जितना भी छोटा हम बनाना चाहें बना सकें तो / को £ 
को सीमा बहते हैँ ओर « सीमा / को प्राप्त किया हुआ कहलाता है | इसमे 


सकेतात्मक झूप में इस प्रकार रखते हैं-- 
(/--> |< कोई भो छोटो से छोटी घनात्मक सल्या 
दया सजेप मे [ए ४-। सिछत्ते हैं। ओर इसको पढ़ते हैं “> को सोगा । है ।” 


62 ] [ खण्ड (व) अवकलन-गणित 


॥॥ च् 
उदाहरण 4. मान छो हम कोई चर राशि » ऋठद्न लें जो क्रमशः 


] 
जे ् जे >कठृद्व मेने ग्रहण करती है। यहाँ # के बहुत बड़े मान के 


लिए > और शून्य (0) का अन्तर बहुत छोटा व नगण्य बनाया जा सकता है। 
अतः यहाँ ।॥7 ४5-६0 जबकि ॥ अनन्त रूप से बढ़ जाता है । 
उदाहरण 2. जैसे कि विद्यार्थीगण सुपरिचित हैं मु. श्रे. 
4, था, क्र 4... के 7 पदों का योग 
_4(।-7१|_ ध पाए 


| न [>' 
अब यदि | + [< तो जेसे जसे # बढ़ता जाता है, 7? घटता जाता है 


और जब # अनन्त की ओर अग्रसर होता है, 7” शून्य की ओर अग्रसर होता 
किन हक 4५ न २ कै 

है । अतः # के अनन्त मान के लिए यु. श्रे, के योग व राशि-+ के मान 

का अन्तर नगण्य हो जायेगा अत: 


हे ह। 
।# || 59, नई बन 





7०२७ ०० 
6-6. फलन की सीमा ([/प्रां ० 2? गिाएलांणा) 

!  स्वृतन्त्र चर » के किसी दिये हुये मान के लिये फलन / (2) की सीमा 
बहु निश्चित राशि है जिससे /(») के अन्तर को जितना भी छोटे से छोटा 
हम-बनाना चाहें वत्ता सकते हैं जबक्रि » अपने दिये हुये मान के बहुत ही 
मिकट पहुंच जाए। 

: इस्त प्रकार फडन / (४) सीमा । की ओर अग्रसर करता हुआ कहलाता 
है जवकि & अपने मान '४' की ओर गग्रप्तर होता है यदि |/ (४)- . | किसी 
भी छोटी से छाटो घवात्मक संख्या से कम बनाया जा सके । इसे संकेतात्मकत: 
ऐसे लिखते हैं : 

" [।त / (>) -+ ५, 

"न धं 

का जिसे पढ़ते हैं “जब ४, ८ को ओर अग्रसर होता है तो /(») की सीमा 

। ; 
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6-7. फलन की सोमा व मान में भप्रत्तर-- 


' (०) जैस्ता कि उपरोक्त विवरण से स्पष्ट है फलन की सोमा वह राशि है 
जिसकी ओर फलन क्रमशः अग्रसर होता है जबकि स्वतन्त्र चर अपने 
विर्धादित मान *4' को ध्रोर प्रप्रसर होता है। किन्तु /(2) का >जू"० पर 

» मान वह संस्था हैं जो फलन की परिभाषा द्वारा & को ठीक 4 रखकर प्रात 
किया णाता है अर्थात्‌ 55८ पर /(») का मान /(५) होता है । 


(९) सीमा ज्ञात करने के लिये हमें ४-० के आत्षपास में /(४) फे मानों 
को देखना पड़ता है और उनको अध्ययन करके निष्कर्प निकालना पढ़ता है 
कि/ (») किस ओर अग्रसर हो रहा है। 


अर्थात्‌ सीमा ज्ञात करने के लिये हमें ४-० पर /(») का वया 
मान है यह देखने की आवश्यकता नही जबकि /(») का ४5-२४ पर मान ज्ञात 
करने के लिए हमे केवल ४-5० पर ही /(>) का मूल्य देखना होता है। 


(०) किसी फलन फ्री सीमा व मान का परस्पर समान होना आवश्यक 
नही है। यह भी सम्मय है कि ->४ के लिए किसी फलन की सीमा का 
अस्तित्व तो हो किन्तु ४5४ पर मान हो ही नही । 


72 का ४-53 पर मान वे ४-»3 के लिये सीमा 


उदाहरण णः 
बाहरण: -यु 





ज्ञात बोजिए । 
क्रिया : जब हम दी हुई भिन्न में ठोक ४-53 रखते हैं तो भिन्न है रूप 
«» घारण कर नेती है, जिसका कोई निश्चित मान नहीं होता । अतः ४5३3 पर 


ला का मान शात नही किया जा सकता है। उजिन्तु जेंसा कि हम आगे 
््् 





6 : फलन एवं सोमाएँ ] [65 


6-8. प्तोमाओं पर छुछ प्रमेप (50० (६०शण५ ० ॥फ्रांड) 
यदि [4॥ / (४) 5-है और [/ए 8(२)558, तो 


सान्ज्ध्र न्ज्प 
4, [आए [८/ (५) ]5८ &, जहा ८ कोई अचर है 
सन्ज्प्र 
2. [- [+-ही, यंद २० 
3, ॥9 [/(>):79]5-१ ८४८०, 
जन्ज्य 
4, 7 [/(२):58(५) | ७ #-+४ 
कनज्द 
5. ॥॥ गा [/ (४) २8(5)]२०& ०८४ 
जनता: 
पशा / (5) कै 
0.» 5 बे] 


6-9. फतलनों को सीमाएं ज्ञात करता (सशेए्शञाण) ते ॥008 ० एएटा०) 

किया विधि :-- 

] जय 74ता >-+», जहाँ 8 एक परिमित शाशि है :-- 

() दिय्रे हुए फलन मे ४०२४+-॥ रफ लें जिससे जसेजेसे & अपने निदिष्ठ 
मान 4 की भोर प्रग्रसर होता है, £ घून्य वो ओर अग्रषर होता है 
अरपात्‌ जब २-० तो ॥->0. 

(2) इस प्रफार प्राप्त फलन के मान को सरल करनलें । यदि सम्भव हो तो भिन्न 
रूपी फलन के जद व हर को है से भाष भी दे दें। 

(3) अस्त में # को धून्य की और अग्रतर करके वह राधि ज्ञात कर ले 
जिसकी ओर सरलोहत फतन अग्रसर होता है। ऐसा करने के लिए 
श्राप: अस्त में & का मान हो शून्य रखकर अभोप्ट सीमा प्रापर शश्ले मैं । 


हट्विक छ द्घ--्ति सीमा नीति सन में श्र्तः अर्थात # द्युन्य क्के 
(राव नहीं € ह: ४7 अतः थे लत थे श्व््दे- की 
प्न भाग श्र कर मरी फुल ४३ समा ज्ञात की 
( &ै, 
पु, जब अत 2? 92 
«5 ] >. ध 223 
फलने में नी 9 बुखकर सीमा की 2 म्ट््प मी बदल लत 
कि जे 2८-०० तो 9“? कर उपरोर्त वि ते अनुसार सीमा की 
ब्रान नीति करे ) 
फुछ, महत्वपूर्ण सीमाओं के मात 
]/9 599... 
(७) ७-%० न नल 
]/॥ ८०5 977 । 
2 
(७) ७ 
१॥॥ (8॥ 0 >> 
3) 0-0 ०9 सन े 
दु्नके लिए, समतल ल्कीएमितिं दी कोई भी प्रमाणिक तक देखें ! 
640. सर्द करो कि 
१ 
क्रो. जी ।क्‍ 
(४) दर 5 रे हित जैक द्न्&५ 
02 हर अन्श 
> ] 
मल ली. 7 ६+ प्रो 
ऊँ 
दोनों पर्षों की लघुगणक लेते पर 
4 
०8५१ 0£6 $क डर 
पक ॥ _>+१: ५ 
अब करती >> ० इसलिए “्ग । से कम मीर्ति शबते ५, 
आर करने पे 
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।ः ु ॥। ]्‌ न्‍ 
१8० चल पत्र उछल + अपक्ल “ «*- 
] _ व्‌ 
च््त 8५ पुद्धा -»न्‍> 
] ]: ५40४7] 
च्त्ी -“आ[३- ०) व कह था ल्‍ञत+ ] 


बच जा एक अभिसारी (टणर्लएइथा) श्रेशी* | 


अतः जब ४-> ० , तब 
॥/| 7०2७0 55 । 


जन्>०0 
इसलिये... ला उच्च 
हक ०० 
[गा ॥॥2 
अर्थात. [ ॥+ ज) ज्स्ट 


के [कल होठा 
इस परिणाम में को न्ट््म प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होता है-- 
] 


पाया [ ॥+< ) ० 





>> 0 
उपप्रमेष : ]॥॥ तु 2 ) ढ्त 
गन>०् हरा 
भयोंकि #॥) | बज व 9 
..] | | ॥+ दर) धर ब््म्श 
>> ०० ग्प 
थ् 
_) पा ब--ा] _ 
अ>0 ४६. पड 
8.० 


हम जानते हैं फि ८१ «० 
हर] डे 
स्त कअग० “मर (वह ) न जनन्‍>» 


*एक अनन्त श्रेणी जिसका योग एक निश्चित राशि ही अभिसा 
(एंकरवाहव्फ) श्रेणी कहलातो है । 





पूजए0 
| डी +5*- का 


धो शी) गे ड 
न्ल्ट्न 


[0 
0 5 
पूजए 
दर 
कट 
>> ०४6 
तः फटे )_ >>0४6 
/ ल0 6 
हुष्टएन्तीय उदाहरण 
ञी 22 की 
का मरते जात करों जर्वकि एक धरे 
५ संख्या हैं (रजत 67) 
अब्लप् पे ॥ और अर्व 4 ठो्‌ ॥+>0 ह 


(क्या + मन ली 
अतः गज छ्कणिये्दा +गिीटः रत 
ह | (&6+ ॥-०9 
प्रभेय से च्र्स 


द्व्चिर्‌ 
७ फिा 7 मी 0 जा 
॥-*0 
] ३ पर ७) ,णन्‍थोरिने 
48] 


हि. बज >>) 70 
07 १. 
।/) ९३ )) क्काथा हे 


दस हार्थी +- 
१4 | 


हे ॥>0 
रघ्ज- 65, 635 677 


ए्र करने पे 


(&+ 


चल पा 
द्दा पुजछ ढ90 प% 
उदाहरण 9 ना क्वाद क्रो 
सह शेर 0 
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ता हंए् बड़  । 
या 30 कत्ल आओ बल >> 
अ> छा हर क्‍%) ६ हा हड् 
गम? छा 
उदाहरण 3. ४-0. पज्राय शत करो [राज; 54, 69] 


क्रिया : 4 तथा 6 का चर घाताको प्रमेय द्वारा प्रसार करने पर 
गंहिा. 20-6१ 
ऑन>0 मु 





प्रक्त ॥ 24४ ५8 
ब्न् 0 न ] + डांग्हद्व+ श्र (/०१,०)१+ ....) 
नी +खब्ड,8 + उ( 7०8,९)१+ ...) | 


गा [0९४८ 702,0) + श्ष्णः --(०४, ०१ | हज | 
रर२०02,7- ०8,95२ ०३५ रा 


उदाहरण 4. 2 (८-०) ज्ञात करो। [राज; 6, 68] 
>0 दर 


क्रिया : चर धातांकी प्रमेय से 


प्राय श्जशट 55.५ ( ]+>+ 493 
रन ! 


शक ( + नत+--+) | 
कद |] न पीक 52 





कता 3 5-7२... 
बराहरए 5. 0, ०द्र ( जअीवइ+ शी ये 
दिज्रा 4 


) ठखुदकारा 34 अब 


( खण्ड (द 
करतें पर 


न्न्ल््घी 
_-. तथा ४ का प्रसार कक 


[0 अं अला 7४7४ 26 ह 
पा है 7 मलिम हि 5 ' 
> 
कु पल कि १) 
जम 


जाए ० 2 ४ (कु न्‍ 
के 2 ३१ 
४८ 5, कि 2) >थ्नैः ॥) 


भा ई | 
9 (2 । 
3१ 
] 


च्य् 


१4॥ए हि ०3.५ तु 45 
उदाहरफ 6. ॥->” फ (।४ * 03 $ 3 पे ह। 


हम जानते दें 
१५ +- २१ + 2 + ७७ 
कह 


॥900 5 ४+2 तर व कि ी. 
हों 


अतः ॥->#० 
जग के तन !नः १2४ नै १) 


__ 
॥-? ९? 67 


। + दर) (2 + प्र 


चयन “द्ु 


री 3 

पीले 50० 
लि (१ के 58 स्की 
मा, .> ०० 6 हर] 2 


5 2। 


26. 


ध्वे8. 


20, 


22. 
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प्रन्‍नावली 6 (0) 
निम्नलिखित सीमाओं का मान ज्ञात कीजिए-- 
पडा. 25४-2 [आआ जर-> 245 + 44 
अं» प्झ-ू * भ्् अन»व उत-द्ात 
पैशा। औ2४2-»४-2 4, जि 324- 3/2+ 2 _» 
अ>2  #&-2 / औ->2  ऋश्-4 
पता जौ-को, 6. लिंग 3.77 - 4४+ ट 
अन्>्प्र हब - बडे औऋ-। ह2..430+उ 
आय ४ /-42+3 पका उ-60--॥8-6 
ह->3 ह-25--3 ४62 औ->»2 7 ऊहतह ६ 
एव 53+3 0.. 0 2४-3४+ ४ 
#>»० 75-77 + अन्>ड. ८-2 
लय >१-०5४+6 , 2, लए >2-9. 
2०3 ह-5 ह #-»3  हऋ+-3 
पका. #४-। गा स्आ 
अन्‍क या भाव २,००० हे (कर ) 
बया. आए (3+॥) > आज [रशाम.,66] 
4->0 री 
पता. शांत 2 5 77, . 4+८0552 
पर ह0 5 रा उन्‍न्‍झ. छामथ् 
2>»तु (रार., 62] 
, | 00 
फछ ६०६7%-८००9१ ४ |9 छा प्र 
ड->0 (05 3 #- ८0०5 5 | अन>0 हे 
पका ॥/. » पक्का 
ड->0 ऋ(ण्य्) ट- >७] झरने 
पओा (०"+८77-2) 23. फ्य है [ति 
ऋौ»0 7 हद िज-64] #->० हू. 
ः |] 


कक _ ला 
प््ह0 अ ०० 
है ११९ है 32 पद 4 2 पा ; 
हा न टू. १-२ 9 
90 - 
की 2 ही परे (उाज। 70) 
गुण है रा 
>> 0 किट (२ व्‌ २ की री का 
2 3 ऋषाो “४ दर 
ढक २ 
पते ) 


).0७... ॥-> 


०००१९०११९ 
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5, छा था 25 र 
है| का /....._ औऋ & उै+३8३४३८०४६४०४०३२; 
अ७० ज़ज मी गीत लिखो (ृ ) 
6. रण --८05 » क्या मान ढिखो। (22272 ) 
है 26 0॥| का 
33-- 25 
7. / (हक त्र्ड तो 
छाप अं 
(0) / ())७।० (8) हए, “(०0.0 


(०)/ छा (00...0 (9) इनमे से कोई नही ( ) 
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पा 2? 
ग्रर्याव कर 8४-०५5७ 


इसी प्रकार _ _(2+99-7//0 ५ /(>») का > के सापेक्ष 
क->0 9९ 


अवकत्त गुणाक या अवकलज (०८7४०0४८) बहते है और इसे ग / 00) से 
अ्यक्त करते हैं । 

अवकसन ()थ९70४3707)--किसी दिये हुए फलत / (७) का अवकल 
गुणांक ज्ञात करने की क्रिया को अवकलत कहते हैं । 

संफेतन (१०/४॥०॥)- फलन / (2) के अवकल गुणाक को साधारणतया 
//(०) बा /(+) या /” (3) या 0/(+) लिखते हैं। 


यदि »>/ (3), तो > के सापेक्ष /' [या/ (४)] के अवकल गुणांक को 


या 5, या //.या 0)' लिएते है । 
चंप. 4, 


विशेध स्पिति ; यदि / (3), » का कोई फलन हो तो 
वया /[०+॥)--/ ०) 
0] री 
मो /(७) का >556 पर » के सापेक्ष अवकल गुशाक बहते हैं तथा इसे 


५ 
#्आ | | >> (०) द्वारा निरूषित बरते है। 


दिप्पषो ।, “ह:४ से अभ्िप्राय “डेल्टा गुणा ४" नही है , अपितु यह से 
> में वृद्धि का प्रतीक है। 2 


यह वृद्धि चर राशि के बढ़ते भ्रथवा घटने के अठुसार 
ऋण हो सकती है । 


7 5 प्रथम सिद्धान्तो से अवकलन ] [477 


कभी कभी कुछ जटिल फलनों का प्रथम सिद्धान्तो से अवकलन कठिन हो 
जाता है। अतः यहां हम कुछ मानक फलनों का प्रथम सिद्धान्तों से अवकल 
गुणांक ज्ञात करके कुछ महत्वपूर्ण नियमों का प्रतिपादन फरेंगे। णो अन्य फलनों 
के अवकलन में प्रमेय के रूप में प्रयोग किये जा सर्कगे । 


7-2, का प्रषम्त सिडास्तों से अवकल गुछाौक-- 
॥ माना कि हक 3९ 


६ 2+क कैच (४+ 8») 

पा. 8955 (5 +32)7-२३५ 

९. 3 _ (सके ० 
ह्ड ठेए 


ड्ट 8» «5 _ 
नह ०३१४] 
अब चकि 85०»0, इसलिए -- को । से फम्र मान सकते हैं भतः 


( + रो व द्विपद प्रमेय से प्रछार फर सरल करने पर 


जज-्ब्ञए [ हि न ् नै हु 
| एआाए [ + १८ (एक अमिशाो श्र) | 


पका या ्ग्गू 5 ,, (एक अभियारों श्रेणी ] 
82०» 098: 8-0 ५३ हि. 2९ ) 


24 
(न "जि ब्डगफएार 
झत्त प्र 
पिला 
प्रो क्णणा |. २३४ 


कील नत।भ।ण:| 


£१६ १ 


देव स्दति * यदि ।+ 
बल 0 बनी (२) 
व 
५ (ओत 
9८ 
५6 रे का स्वर्ण के सेपिय अल शु्शाक दुका मे ६ होता छ्ै 
द्द्प्षणी __साथारणवर्ग' कलनों अवकलने सो को सहायता 
झ् किया टू तक कि रथ जग ] 
हृष्टान्ती द्ध्ह्य्ण्ण 
उदाहरण )* थम (्दडएतों से याई का अवेकली करो ५ (जी! 6%, ९४) 
रू 
छापा । 7 कलह पर 
९ चल ३90२) ५ 
0. पे हल आर 
या 89६ “)) (१ 5० सु न्‍ड है! 
डी ल5 हे १९-08) 
7, मेँ ०५ 
पूष॑ं कक ्लै ध््ज्द् 95% (एक हित पी 
ह हा 7 
शक ली न (एड अमियारी 
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49 _«7४(_).. या ड़ 
या टन [ क)5 ड़ 


साथापन (४श४१॥९४॥०४) सामान्य सूत्र में, # को --३ से प्रदिस्थापित 
करने पर 


झवाहरए 2. प्रषम सिद्धान्तों से लन्ड का अबकसन करो। [राज; 60] 


+2 
तर जता! 
किया : 7. माना 9 च््यह 
(2+8>) +7! 
हे #+ 87 छ ५-...___ं_- 
| (४+382) + 2 


_ (४+852)+7 _>5+॥| 
(४+85)+2  <+2 


(४485 + )(४+ 2) -- (४+ 0(5+ 85+ 2) 


गा, 


का (४+2)(४+8<2+ 2) 
षा जज जय... मम 
५ "शाइटकाइफरटका 
पे 80 न 
कर 35. (४+ 2)(४:+82+ 2) 
ए, लण.. ७ __ई जिम मकर अमर कक डज 
॥ 83-०0 68% & ह+0 (४+2)(२2+&#+ 2) 


(6 
हा ब्ण्ल्ल्स्ञः 


९ खण्ड (ढ) 
उ्रदनावली न (शो 
द़्घ्त कलनों वी < के सर्वे अवकर्ल शुर्णार्क ज्ञात करे * 
(राज- हमर सेक्ण्डर ]35) 
(राज 50) २ ओर (राज 6५) 
(राज 660) न (जल 64) 
०३.0 (जज 52) 7 9 ३-7८ ९ (राज. 56) 
25%... (एज- २ 58 
ग्रेड) 9 * अत लक कह 
गे 65) 45 बट नाक आम 
र्टँ का भव त्वद्धतों से आवकल धुल (रएज- 62] 
# हू 
पु मना 9 
नै घ5 
७. 3.00 € 
$ 9२ 
१९९ (8 € 
४] 
वह ह0 कक की 3 
पर. 9४. कि नै है] (७: न्नर 
ढक १० _ 30 ञ्र्यी 
थु. 9%-%0 जन मल्श0 १+ हे पर अितारी ज्ेणी) 
($॥ 7 ५ 
2 हट 
2.) हा 
(0 रु ) रु 
डा & बन्द 
पैक 
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4-4. ऑ का प्रवम्त घिद्धान्तों से भवकल् घु्णाक-- 


तप माना ऊुच्चछ 


(६ कक 
गा, छुम्न्को हे बा 
ब्प्को० व) 


ब्््ध [। +5$< 0९, ०+ (िल/08५ ०) ५ नाम ] 
ल्त्व 5 [02,०+ 8» (एक अभिसारों श्रेणो)] 


न्प हु है [08,०१४ ६ (एक अभिसारी श्रेणी) | 
पण 82 __एा कर 
एस, हर 80७०7 [स्‍087+ 2 घुएक बाभवारों थेणी) ] 


९. 


४ ्, 
क्ातव ]08,० 


लक... इिज्ज्यग्य 


विश्चेष स्यित्रि ४ यदि 4-5९, तद 


(कर्ण: ॥०ह,ह न्तणों ( */ 308,८5- ) 


या 


दृष्टान्तोय उदाहरण 
+ चर 
डशाहरण . एथम सिद्धान्तों से ८ का मदझलन झये। राज; 59] 


( छण्ड ्द् 
हि 65 
ह झआावा सा( 
ते शछ) 
है हल १4 ९ ५ 
अर "322 
४5% __ ४ 
है रहीं 
या 9 ५ डु पु ] 
दर १-७० ऊचे नव न हल 
ञ् कक) | 


॥57% 90. हि. ४ 
2 कु? १०१ क्रि 
8) >>» पर 
दा 5 वत१ 7 
द्द्धान्तों ः ऋषकार्लते ढः 
डदाहप्ण 2. भ्र्थ्म द्धाल्तों से 5 क्का ऊ क्के सपेक्ष ड् कलत की पल) ग "॒ 
कर्ले दर 
स्पा अब. पख्णाम में ० की (तल्थार्पित ्र् 
तर्डीड शुर्णोकरत हु (08० “7 
द्रइनावली चृ (फ़ो 
दस्त फलनों भ्रम द्ूडाल्तों मे हाविक्ष अं शुणौक शत 
2 
्‌ कक १ € ऊ 
नर 4 न प्र्छ 
४ ष्य्ज्जः 58) 
सात 
श्र 
6.८ 
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“74. ०2,६ का प्रषम शिक्ाए्तों ते शनहुत्त पुर [सर ₹ भर) 
मे माना कि कक 08१ 
प्‌ 2+ (०४, (४५-६६) 
गा. 89७॥/० (१५ है) ७. रह 


(2-0 (०३) 


्ष्शू 4+ ट्र) की प्रगाए कठो १६ 


«(पे _]/2/५5 | ५९५१ 
52 ५-३2) ् £) जिद 


५ 2 2। की | || 
४. न रा प+5४ (९ परॉवगार पेशी) 
आय... 59 9 ३ ] 
है; ुम+0, हैंड ह२>० है 727 दि जतिवार थी) | 
20 
कि ४५ यद्र 
+ह | ब 
फलद: 7028 7 


दृष्टास्तीय उदाहरण 
हा दृए--यन सिद्धांतों से /22,/7 झा बद्स्तर सटे + (सर) 660, € है 
किट. माता. 295, /#7 
प्र ज+-६75/29,7 ( :+ 8२7 
प्रा &955/#25/# (#+ ६2 -8,#₹ 


25 
ट्री: उफवलर्ट + कल) | 
ण डन्ड्ी जिला | 
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४७). ८०४ ५ का प्रवकपत गुर्णाक दिन; 63] 
9. माना 2८००5 5 


वा, 2+ 89/5:००5 (४+82) 





गा, 62/%००5$ (5+ 85) --८०$ 5 
या 8955 2 आए हकठु) गा ।' -$£) 
या 62 «- -+2 579 [ ख््न ट्रक 
| 52% _../8. 
॥ए, 9 मा इक 5) 5) 
880 प प+ पुन 7777, 
्ड 
व... 992 _ गा ५ प्‌ 2 | ) 
ए. &2-»० इड् +->०7  *+ 2 )% 
॥। छ्ॉ. 
87. | 7” क 
घ्ड्>0 ट्रद्गा 
27% 
वर गि 
या खत य ४० २२ ॥ 
इस प्रकार >5 (003 ड)न-ड 2 | 
हि एड ; 
पध्[ु0.. धण5 हा अदइन एंड सिर: कोई; 73] 
4. मादा >ल्नॉग्व हे 
ग.. अउकछारूाप्याव्न्‍ब्णे 


या. घजतपट (2+ 20-४८ 
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99 आंत /४2 
एप, 5-८5 ४ ७-२० 
ह्झ आंध्र5 शंप्र (४+ 85%) 
श, व 370__तण जन ३८ पाया. भी ठेड 
ह 85-३0 82 85->0 आज आम (+8४) 8४-०० ४5 

या 6 लक, ८ ॥ 
बड़ डांग्र >-50 2 

फप्नत: 





(०) 5८९ ४ का भ्रवकल गुणांक 
है, माना 2च्न्5०० 
११ / 2>+ 397०5०० (४+ 8») 
पा 895586० (3+ 82)-5च्ण् 
बे 55 मी. 50] 
605 (5+ 85)... ९08» 
ब| ९०8 #-7 ०05 (>+ह 9») 
९००३ » ००5 (5४+ 82) 





नहर 2 झा [_ ड्कजुर अंण्पु- 


६0०3 > ००5 (5+ 02) 


डाए ( ख् ध्ा 28४ 
5) पल ) टू 


यो 





हे 62. 0055०० (४+35») 5 
2 
डय ह 
भर, एाघ. 82 /म पक ( जा 
ह &32->0 85 82->0 (०5 > ००४ (६४+ 8) 
हझ 
अपर 
।8॥,, | 2 
82०>0.. 5 


& 
2 


05९ 
ना ह 4 <>->00900० > 
कत्ल 2056० एड ते 5») 
89 ८ ९०४०० (न 820) - ९0०१९ 
है ] 
का बन 
झछ (7 प्र आण झत | 
रो डे हि 2 व य 7 ना 222 (०८ ०४%) 
क्छ < थी (ने 92) 
अजब ८0$ 5 3 बण ८ 0) 
या 8977 र न 
छठ & शे्े (रन 5») 
02 , 35% 
00$ ने 89-८7 
एप. 60 +> खो: कट: ल्ख़्िरपर नल 2 हक 
० उक (७५:४१) 82 
थे 
लय कम ने 22] 
च्ए पु 50 0 हर तर ल्‍ 
8:-२ 8-20 झ्छ > श्र (न 92) 

. 9४ 

छज्द्रा 

१4 


393 बह 5 
8४->0 
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ै। 
नो हा >> _. __ ८०४४ 
५ जाग शा 5 
कगेत, | जो >> पाक 2. (९०. 
है कर (०४०० ज)5१-००॑ 5 ९०६९८ 5 





दृण्टान्तीय उदाहरण 


उदाहरण ॥. प्रथम सिद्धान्तो से आगश का अवकलन कीजिए । [राज-; 6] 


क्रिया: ॥, माना अस्त्शााड 
ग् #+9755आ॥ (5 + 8४) 
गा, 89 न+ आग (> + 85) +- शाारर 


ब्+आ॥(22+ 82) आग 8 
[७ भ०व१क-आ॥8>3आ॥(8 + 8) आंत (0-४) ] 


89 _आ॥[22+ 82)»7 82 


५, न हद 
गा. 59__॥आ। आ। 8४ 
हे 82->0 8 8४->0 आओ (2४+ 8») २ दर 


ह/ 
*न्क्ली तागेंत श्ड 
ल[आाए) --४॥ 23 
या कहएआ) मे 


सवाहेरण 2. प्रषम घिदास्तों से आपसी का अवकलन करो: 


90 ] [ खण्ड (व) अवकलन गणित 


क्रिया: !. माना 725 शार 
पा, »+99/च८भोा।[> + $>)£ 
गा. 89 + आ। (४ + 03) -- झंडे 


घ्न्रि. 005 [के 85४ + बा >< 
(3॥॥| | >क दा | 
न्न्2ि ्प्ण् +%0% +- (3) | ८ 
(3॥९| भू 5+ |) 


9 
62% 


2 | ; ५ ) 
2 ०्ण्शू करके दः | ््श्‌ अनज 


५--+---7>7जख“7पग“7&( + 5 
5] रे 2 
भू हज न्ठ्ा ह॒ 


एप. 


अंश व हर को (> न कु) से गुणा करने पर 
श्र, पंण 60 __ था ्‌ »+- जो 


55०» 00%  0०४->0 
2] 
९05 [» + <0७ +- (०४) ] भर 


५ ह 4 
[पा भू अंक कु ) 
०» 0 रू 

ध्ज >+ ) 


हे खण्ड 
है 
य्‌ पट 6 99 (बहने )) 
चलते + गा] ८05 (४ +9) पल ज-+7 झ्प[ध्आपे 9) 
इह्ण * प्र्धम ्द्ंतों से हें क्छ # की अंवदकलन करो १ (राजः 67) 
ब्र्व्या २ व माता अ्चतरं ज्ञछ 
है कटनी (न बुक) 9? (ते (१)] 
पा क्ञना + 8») शी ७४% तण झ0 हें 
य्‌ छल ( जे (२ 8४) 5 शी ) 
३5% 99 (रत 9) 
58२ 58% 
या छञ्चनईओ -2 ८० अनेक आकर 
8 जे (&+ री 
> प्ण की ऊ मम पा 
१४ न न्चञद्धा 
ग हे सर न (38१ १ (२ नै ) 
हैः ०्झ 
लू 
से 
4 99 _ जि (> 6 ग्तः 
९ बा च्थ््ट लकी 
बुं%->0 आह 0 5335 हल लू कद 
पक 
पका छाए गे 5) 


कु 
हेड? 


8 मु 
5 ला 2 ००0$ नी - 99 ऊ 
दर 


: प्रथम सिद्धान्तों से अवकलन ] [ 93 


प्रश्नावलो 7 (८) 
मिम्न फलनो का < के सापेश्न प्रथम पिद्धान्तों से अवकलन करो-- 


आं। 2: [राज; 66] 2. /क्रत्र> 
]065 .. 08% (राज; 6] 
05 (राज; 6] 6. ४६० 55 


प्रइनावली 7 (0) 
(६ बस्तुनिष्ठ प्रश्न ) 
का अवकल गुणाक है-- 


(#) हरी (8) (४8+ )५% 

(0) #हऋ०+१ (0) स्प्रे (्‌ ) 

८ का अववर गुणाक है-- 

(#) डा (8) 2४१०९,० 

(0) ॥ा०ह,८ (9) खाण्श7 ( ) 

हि » मिम्त फलन का अपक्रल गुधाक है-- 

(/) ०१ (8) ब्ड् 

(0) *! (9) «४7 ( ) 
» ०056० < वा प्रवकछ गुशाक है-- 

(68) ००४ + (8) ०० 5 ०05९८ ६ 

(0) +«०० 5 ००5९० ४ (0) +-००६ ५ ( ) 

860 & ॥ > निम्न का अवकल गुर्णाक है-- 

(6) पा > (8) छ'ऋच्ण 

(0) ४४० अधि (0) ०५४०० 5 ००६ 5 


यदि ८ भचर हो धो ८ का अवकल गुणाक लिखों । 


] लिखों 
08, "दर का भवकल गुधाक लिखो। 





2₹ क्वा प्रधकल ग्रुणांक लिखों । 


अवकलत की विधियाँ 
(शिंशा०१5 ०5 986/शारवां०) 





अ्रवकलन के पुल प्रमेय 
8-0. किसी अचर राशि का भ्रवकलन गुर्खाक-- 
मान लो कोई अचर राशि ८ है, इसलिए 
्जु अन्य [5] 5०८ 
घू कि > के किसी सो मान के लिये अचर राशि में कोई परिवर्तंत नह 
हो सकता है 


6 है 8#75८८-- ८ 
8979. ८-८ 
५, नम... 
हे हे 95 
श्र गवाए 99. गाए ४2-०८ 
$४->०0. 85% 85-»0 हड 
धरछ 
या नि क 09 


[ छा] 
अर्चा 6 5 
त्तृ । नर (0)7६० । 





धत: प्चर राशि का अवकल गुणांक्ष न 0 
8-3. एक अचर राशि झोर किसी फेन्नन के गुणनफल का अवकेल गुर्णाक्ष - 


मान लो ४ कोई अचर तथा (+), + का कोई फलन है। दब इन 
गुणनफेल शा (>) 
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7. माना अ्ज्या (४) 


हर. 2+8» «०  (5+ 59) 
शा, 37-०४ (४+85)- ४ (४) 
>व[/ (४+5%)-४ (७) ] 
पर. 5» /(४+०४) -/ छ] 
ड्ड काका तक पर 
॥#, | 32 या /(४+ 83) -/ (+ 
रा $2०>0 हद: 83४०-०० [८ ४४+०] 


या क्र च्ल्व, उधर (०) (अनु, 7:0 थे) 


अर्थाव क्र (2) ह० र्क्ा्‌ छत ] ब्ल्व /! (२) 
अतः (प्रचर राशि 2८ फ़लग) का अवकस गृराफ ८5 
चर राशि 2८ फलन का अवकल गुणक 
82, फ्रसनों के मोग अयवा अग्तर फा अदफल मु्णॉक-- 
माना कि फ़लन [ (०), » का ऐसा फ्रढन है जा फलस ॥, #, #,.... के 
चीगफल के चरापर है जहां ४, ७ ४, सभो < दे। फलम हैं तथा शिनवर 
पृषक पृथक अवकल ग्रधाक ज्ञात विम्मा था गगता है। 
7. मात्रा कि सब + २+ ९८+ .... 
अब मान लो कि | के भान में अत्यस्प बुद्धि &5 है और तदनुसार 8४,8 ९ 
इ8,...०३० प्रमचः ॥, # ६.० है मान में अत्यत्प वृद्धि है शिनका सात 
किप्न-मिप्र द्वीय हुए भी धत्यप्य राध्ि (ग7८8पा49) होने के कारण घून्य 
फी ओर गपगर द्वीता है । 
अर्थात्‌ जब 82-%॥, हर 87४->0, 87-०0,,....६४-»० 
वा, इस प्रकार #+80ल्‍ू|(४+ 60 +-(श+ 80) + (४+ है”... 
गा, &/स्ल/7 ने 67+ 0१ न" 


) 8, | 52 द्प 
7४ (२७0 हह. #582-»० [ फेडुश् 


(खण्ड ३) आओ 


ञ्‌.. गुजणो 8) हि ए 4! | 8४ 
332 चुआन्ट 0 कर बदन पड पुध्न्श0ि डर 
पजेणो 5७४ 
जा 
हु 


घ््ध्न्श 


है तंभ , ५ ते 
६६ 89 >दा( हे हे क्र शक्०० 
ते ठेछ ऐफ 
8 का ७ आर थे 
इुत प ब्वीजीप सोगफल छवफल शक द्रव फलनों 
खघकल इ्क्ों दे बीजीप योग के वे होता है 
एप्प्फीः प्लनन् >_-अथव _जखिल्लों ५ ्््घत हो 
झम्पूर्ण लघ की + बकर्ल गुणांक कक के अलग अलग झबकल 35 
को उचित घ्द्ह्न (हुत रखे त्‌श् हल प< रह हो 
छे ६285. दिल 6र ऐप 
कूद डोर वेट ना ना प्र डोट २०० 
8-3. दो फलों पे शुशदफल का अवर्कर्ल शु्णौक 
माल लो नल पं पड 3५ एज 
१. क स्ताएओं हि 
॥ ९४ »कफ न (एन छह + 8५ 
॥१९ ७)घल ३ हे में (भ्ने 39 आए ३क्‍ 
ब्लछ ज हा नै चध« 8५ 
॥ 0 के वणपु है 
च्‌ गुल 80 दि गा हर हक ५ हा कह 0 
ध्र्भ्ल्रा फल ५ हमारे "5२ चुपजल 
४. 9१ शुत्य की और पहुले मई सर होता ' 
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ध्र्याव्‌ रे (फ)चचए कह, 
पड़ पंद् वड़ 
झतठः: दो फलनों के गुणनफल फा अवदल गुर्णाक 
(प्रथम फलन) >< (ठितोय फलन का अवकल गुर्णाक) 
+ (द्वितीय फलन) >< (प्रथम फलन का मवरल पुर्णाकी 
टिप्पणी--दो फ़लनों में से किप्ती एक को प्रथम फलत माना जा 
सकता है। 
ध्यापकोक रण--उपरोक्त परिणाम से दो से अधिक फलनों के गुणनफल 
का भवकल गुणांक भी निम्न मूत्र द्वारा ज्ञात किया जाता है। 


0 कप ५ प्र 
0 2....) 55 (५४.७ 2....) कप श-2...) वर +एण्फ्ट >जैब् के बन 


निपम--प्रपमत फ़लन के अवकल गुशाक से शेष सभी फलनों के गुणन- 
फल बे गुणा कर दें। फिर द्वितीय फ़लन के प्रवक्‍ल गुणाक से शेष सभी 
फलनों के गुणनफल को गुणा फर दे । इस प्रकार एक-एक करके सभी फलनों 
के अवकल गुणाकों को शेष फलनों के गरुएनफ़स से गुणा करते जायें तथा इन 
पदों के बीच योग (+ ) का चिन्ह रखते जायें तो अभीष्ट अवकल गरुगाक ज्ञात 
हो जायेगा । 


8.4. दो फलमों के भागफ़ल का धवकल पुछाॉक-- (राज , 65] 
प्र 
मान लो / (४) 5-८; उब 


मर 
व, शक 


इ+ हम 
... #कठे 





प्‌ र+ ४ 
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हके छ0 # (॥#न॑-8४)१--४ १ +-8/") 
व, 9)! हद हि हुए के शक $)) 
ए80+- ॥/8 १ 


0३8) 


ः 
89. हे कप 
जप 8४. ४(५+$४) 
॥ *घ 
न गया... 52 __ था 62 हल 
* 8४->»0 8०0 85०0 ५(५+४५) 


; चंछ ते 
री 4)! स्‍ हे बंध... तर 
रे गा ओर 
शव हि पर 
0/प्न ंद्. तद्ध 
हि. +) 2 हू ५ 
३222 05४५२ श्् 


अत: दो फलनों फे भागफल फा प्रवकल गुग्यांफ 
_ हर 2६ पंश का ध्रवकल गुणांक-- अंश , हुर का अवश्ल, गुर्णांक 
हर का वर्ग 

व्प्वशी-- ऊपर दिये हुए अनुच्छेदों में प्रतिपादित परिणामों से स्पष्ट है 
कि किसी भी फलन का, जो एक वीजोय संयोजन हो (अर्थात्‌ किल्‍्ही अन्य 
फलमनों से योग, व्यवकरून गुणा या भाजन की संक्रियाओं से प्राप्त होता हो) 
अवकलज स्वयं भी इन अन्य फलनों के अवकलजों के एक वीजीय संयोजन के 
रूप में व्यक्त किया जा सकता है । 

हृष्टान्तीष उदाहरण 

उदाहरण 4. निम्त फलन का >» के सापेक्ष अवकल गुणांक ज्ञात कीजिये 


4.0) |- 3,0४2 -- 5४ -- 6 
किया ; माना #ज्ू/ (४) ब्| व + 3390-55 + 6 


8 : अवकछन की विधियाँ ) [499 


कल चं रच है 
न्््च्स बै्र का है: | + का ८ 
तब हा 2४ 43 ) नक् [ उड ) न (») + क्र (6) 
२54 % 30 + 3 >९25- 5 %(+0 
ब| | 2 + 62--5 उत्तर 


उदाहरण 2. निम्न फ़लन का > के सापेक्ष अवकल गुणांक ज्ञात कोजिये 
(2+2+ 3%+ 4) (४४+ 5? + 3४) 
क्रिया : माना »<: (25 + 3:2+4) (४१+ 5>5 + 3ल्‍) 
है 


तब छः रत 23 + 525 + 33 का 252 + उस 4 ) 
बंड बड 


हि ( 220 + 3.:+ 4 (्‌ कफ उकं के 32 ) 
स्त(२ + 5>+ + 32) (42+ 3) 
क॑ (252 + 32+ 4) (322 + 0%+ 3) उत्तर 
उदाहरण 3. निम्न छलन का > के स्ापेश अवकछ गरुणांक ात कीमिएं-* 
अल 
अंक! 


हि __#+3 
क्र्या ; माना #र| डा 


हैँ 2 
बए (४ +] )%2 (४+3)-(४+3) ब्त््ीँ +!) 
हथ थे न मनन निज 


चंड़ (>४+ 2) 
+(+) !- (४+3](2:0) 
ध् लक )7 


- 6४ 
एए2+ 3/7 
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डे 


30, 


44, 
3, 
5, 
6. 
7. 
8. 


49. 


50 ब्जे ४ एपा उ>» 
है न गप बे के 


प्रदनावली 8 (9) 


निम्न फलनों का > के सापेक्ष अ्वकल गुणांक ज्ञाद कीडिये-- 
$ 3 व 
3 पक 2५ 





न. 5 3 ह््व। 
[5 -- 2 2 
“ऊड इडिट 53 #डाओ 
| 
दर ३ 34% 75 9 
32: + 7-5 
95354 +- 3>2 +- 75 + 4 
वर्ड + 95४: -- ८४ + 4 
अर 
॒ + कक अत +०००१७' भक 


4& ब्य्ड्ड पर ) 
« यदि उ'ल्|ार् -- 38 3 4. 5/7 _ 37 डे तो रा ज्ञात कीजिए । 


वि ८ । गा 
यदि / (२) ००४ + ४४ + टी , तो (७) ज्ञात कीजिए 
निम्त फछनों का ४ के सापेक्ष अवकल ग्रुणाक ज्ञात कीजिए-- 


(४+) (2४+3) 2. (3%+4) (>--7) 
(327 + 5) (9%- 4) 34., (37-4४) (४४+ ५०) 
(>£ +- 30) (4%-- 752) (४--2) 


(32+4) (>-] ) (2>--7) 
(3#-7>7- 4५) (४--]) (-- 4») 
(- ४४) (४४ + 22:-+- 5) (“2-4 ) 


2-- > 
ठ-५्र 2 मी ह 23: 
ध--2>% 
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27. 38 + 2:+-9 22. 320 +45+ 5 
32+$ ७. अऋनी752+4 
४। 
हो ]-->+ के 24. हि 23:23 28 
]+#+ऊऋा ध्थ 
25:02: 52775 
श्ड 


विविध हृष्टान्तीय उदाहरस 


€? + (80 » 


उदाहरण 7. ------द८- का > के सापेक्ष अवकलज जात करो । 
९0।4 ४->' 


(राज; 6] 
फ्रिया :. माना असल मल 
०ण ४-20 


प्नु० 84 का सम्प्रयोग करने पर 


क्र (०० ४-2१) -+7(श+ 87 +) +- (/ + धवए ३क््ग[प्ण हट) 


कट (००५ ४- <१) 


(००५४-७०) (०६ +- $९०१०)-/ ७४ + ६0 >) (-00$60/::--:८०) 
(००६ ४-२१ )२ 


या हिल 


__(००4 ४-- ४०) (४४ 4 5६०१४) +(८६ + (0॥ 2) (००5६९ कआ2४०१। 
(००८ >+-२)* 


फ्ः 
बॉ >> 
है पड 


उदाहरण 2 हि (77००९ ५ का > के सापेक्ष अवकलज ज्ञात करो । 
32--००5 


(राज; 57, 60] 
दरिया : माना रत 3603 
$+००४ 
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फलन को करणोरहित करने पर 

' ॥-- ९८05 5 हट ]- ०05 % 

सु  -- ०05 % ]--0085%2 . हा» ह 


उ-+005680 £- ०04 5 





हे पा नत -700860० 5 000 » +- 009९९*5 तर 
२ ९०५६० > [0058० ४--००६ ४] 
यो धए _ --005 5 [ 
बंद... आदि पृ +- 008 > 
उदाहरण 3. यदि »ज्न्र न हु! वौ सिद्ध करो कि - | 
49 
-“-म_-9[ - 
50) 
क्रिया : दिये हुए फलन में ».को 9 के फलन के रूप में रखने पर 
[ -+> न कि ह। ) 
प्न्र न) 
- भनु० 84 का सम्प्रयोग करने पर 288 6 2 22 कह, 
4 (/-») 
धर कि 
. का दाजफओ 
- ८०. _(।--») 
या 
पड 5 
धः » 
या कऔौ-४+४-.. * (].- 9) ___ 4 
7 जुआ कक) (0) *«() से] 


+5» (-9) 
प्रश्नावली 8 (६) ; 
निम्न लिखित फलनों का के सापेक्ष अवकल गुणांक ज्ञात करो-- . 
००६». (77 - 5% + 2) [राज० दोड्, 73] 


डक | 
(४ 5 >क्व(*-ह) [राज; 6॥] 
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0. 


2. 


4, 
6. 








]- 2 
8] का 
[राज , 53] 
(राज, 56] 
[रान., 59] 
/०+कड४+ २/व-5% 
3 ९ 
फ्क् [राज., 50] 9. ६ न्न्््स [चर 55] 
7००४ 0, - यमन [सज., 56] 
44-005 » इश्प् 
शी। ४०-२४ ९०5 | >ण्णड 
दफा: >ह5 वि राज., 60. 
है भ। ४ + ००5 # (विक्रम, 62] 3. श््य [यान 60] 
+धा 5 धा > 


]--ध [राज बोर्ड; 73] 5. $९6 उन-शा 5 


निमत फछवनों का अनु० 8*4 की सद्ायवा से » के सावेक्ष अवकल गुणाक 
ज्ञाव करो-- 

(४) का ड (७ ०05५ (८2) ४४० (4) ००४०० 5 

+8 5, फत्न का फनन (कीजयाला07 ० 3 प्िएट।०0) 

अभी तक हमने केवल ऐसे फलतो १२ विचार किया है जिनमे परतन्त्र 


दपा स्वतन्त्र चर राशि के बीच सोवा सम्बन्ध था। अब ऐमे फलनों पर 
विचार करेंगे जिसमें परतन्त्र और स्वृतन्त्र चर राशियों का सम्बन्ध कुछ अन्य 
मध्यवर्ती फलनों द्वारा होता है । 


।, 2 पर लि: ० तिर्भ 
रच ह यहाँ >, झंध्र > पर निर्भर है तया 57 >, प ८ निर्भर 


करता है इस प्रवार 9, भोग > का फलन है तथा झंश 5 स्वयं, > का फतन हैँ । 
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इस प्रकार 9, एक फलन का फलन है 
अच्नथा (42--२१), यहां > का मान भं। (4 + ४) पर निर्भर करता 
है तथा श॥ (०१ -- ४) का मात (४४+--०४) पर निर्भर करता हैं जो स्वयं 
> पर और फिर &,४ पर निर्भर करता हैं। इस प्रकार > का £ के साथ 
सीधा सम्बन्ध न होकर मध्य के तीन फलनों के द्वारा है। बर्थात्‌ 9, एक फलन 
के फलन का फलन है । 
ये सभी फलन कड़ी ८7) की तरह एक दूसरे में सम्बन्धित रहते है । 
फलन के फलच का अदकल गुरयाँंक-- 
माना >र्ल्जा (४) तया ४-९ (2) अर्थात्‌ ५, ४ का फलन है और # स्वयं 
» का फलन है। 
मान लो स्वतन्त्र चर राशि > में वृद्धि 8» के संगत ४ में वृद्धि 8४ है और 
चर ४ में वृद्धि 8४ के संगत » में वृद्धि 8)' हैं। यदि 8/५-८0 तो वीज गरित से 
हक कप 
82% 87" 8५% 
अब यदि 8%->0, तो &४->0 और 897->0, तो 
|. 9 _या 600 वा 6&ा॥ वतवया ह वा देव 
8%2->08% .. 82->080"7 85->0 85% 8४-०0 8४" 8%->09% 
हक ह| दए॒ 07 
वर तप तर 
व्यापकीकरण--थदि 2 (४), ४८-१७), ५--२३(॥७), ॥/७(>), तो 
अल 
(२ 007. एए 0७ . 05४5 
हृष्टान्तीय उदाहरण 
उदाहरण . ००४४ का > के सापेक्ष अवकलून कीजिये । 
क्रिया : माना ॥--००४४३ और 25--> तो #--००52 
वें. बए. वेंद 
० पंप उंड वर 


या 
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अब (०० डीनत-+भीत 2 
4ंट _4/.३$ ड़ 
ञ्््स्८ झच उजग 
भर बरड.. क्र (5 ) हर 
री कु -.झंग 2, 3 +उी आग 2 
2 का मान प्रतिस्थापित करने पर 
(१4 


उज्ध शा को उत्तर 
चंड 


उदाहरण 2. यदि 9+-(3&8+ 5%+ 2)7 तो कर ज्ञात करो । 


बलिया! माना »>5(3>/+55+ 2)* 
पुनः यदि 2०53७ + 5&+2 
तब अच्च्यी 
-. 4) __क ८ 
७ का छा फम्र 


धर प्र 
2 कह अं । 


ज्|32 (65+ 5) 
४३०३(6४+5) (3४87+-52+ 2) उत्तर 


उदाहरण 3, यदि #«> ८००5 (ध्था >), तो गे का मान ज्ञात करो। 


क्रिपा : यहाँ 75००5 (0 ७7) बतः >, दा > का फलन है. और वह 
के का फलन है जो स्वयं का फलन है। 
माना प्रच्चाँशा 7 और टच्न्छो 
तब 3 ८००5४, प्र" 2 और 2 ४ ज3 
ग ॥/ 4 __बज बंध ब2 
ब्य्क्था का का 


206 ] [ खण्ड (व) अवकलन गणित 


पे 4 /- ध हर 
घ्+ज- ध | नया 
स्न्लिर (०० ५ ) कक बिण ०) ्ा 
च्+ १ था) ४, 86802. 354 पे 
४ तथा 2 का मान प्रतिस्थापित करने पर 
हर -२ आंत] (व 33). 5९०१ ४3, 32 
ने + 34 86९१ >2 शत [छक्ा २४) 
उदाहरण 4. रे आंत >? का » के सापेक्ष अयकल गुणांक ज्ञात करो । 
[ राज... 62 ] 
20% 
क्रिया : माना #+- लिया 


सर्वप्रथम »? को वृत्तीय प्रणाली में परिवर्तित करना चाहिये । 


१," ]807 -- 6 80[0॥5 








« ॥० _ ए है 
बह स्लद हा 780798॥5 
«०0 3... +ं 
नो, के. 5 छठ हे 780[६&॥$ 
डे. एड 
५ छठ 
20 ८ » ष््दट 
या +5--थाय 2 जहाँ 2५०... 
मर 400 
-. क _ का बड़ 
7 बडा पडा को; 
47? _2 शा | यंट ध्रःप 
पा --+---., ०05 >> नमन दकाल * “---+ «5 
धंड.. ४ 480 दर १86 | 


्‌ गज ] प्न 
धघा -. -5--- 008 पृद्ठ7 भर 08% - - 
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डदाहुरण 5. भा 08 (+- ४7) का > के सापेक्ष अवकल गुणांक ज्ञात कीजिए) 
[ राज., 70, 77] 
क्रिया : माना उन्न्ञंग 08 (! + 7) 
08 (4+&/)<"० तथा (।+>7) 5-४ लेने पर 
ब्ञ्रा 2; 2ल्‍]08 4; सन की 
ब2 बा बड़ था 
हक  * हवं; 


व 
ब्ू005 2,--. 25 
॥ 


#-+००३ 08 (--3%), ॒ 





25 2 
लक 605 08 ([+»*) 


उदाहरण 6, /08 (४+ </रघ+ ०8) का > के सापेक्ष अवक्‍्ल ग्रुणाक ज्ञात 
फीजिए । [गज; 59, 50, 67] 
जिया; माना 2०5 (++ -/ हक) 
(ड+ / कम) नस्ट तथा २/ 30% 75 5२४ लेने पर 
20508 2, 2चत्ख्न 7, 7७० २/ | | बढ. 


क्ः बए. ब६ 
“कल क्त मर 
 अम.। बा 
((१ | जजचा >--+ लन्ड 
बंदर. 2 [ 24 *) 
गा. ्टट, ( के ) 
की 9२६ + ०५ 
[24 75 
या ज----...७" (४ +० ने 
कट क्फसलकन फिल्म 2 
बंः 4 


7. क्ाफबवेका 
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उदाहरण 7. 698 (शा जि ने ] का ४ के सापेक्ष अवकल गुणोंक 
ज्ञात कीजिए । (राज... 604,66,68] 
शि हु जे 

+ (४ >> 75 
क्या : माना 08 था ( हू न ) 


ञ ५ 
ट्र्स्ल्ाछा ( ) ( न्‍्ठ ) लेने पर 
द् 
4 


चघ्ञा0्ट 2; व (| सर जा 


५ १) ८-८)! चंटड दे 
] "पद पका तो क्र 


] ५ ्‌ 
सा $९0४ [. 9 
2 और 7 का मान रखने पर 


4४ __ ध 2 ( ४ , ४५ 7 
के जप टआ  8 
| दे ; 
] ] 
बल बडडड::ससज  कक्‍न्क्‍ॉक्‍ॉे॑-++++++++++++ | ले ४“, 5 
व 0 ध ॥प रख दि पं न] 
9 भा तू न 5)%४ दूत क ) शत 2 (दर नै श्र) 
मल किन कक मकर पा मद अमन 
; आल 608 »४ 
जा (जू नी डे ) 
- १8-6. ७०४ आए ([75+-०) फा 5 के घापेक्ष भवकत शुणांक 
[राज 54, 59 


ध्् 


पाना >55०४ शा) (2४ -+-०) 


: मवकलन की विधियाँ ] [209 


[4# दर 
तब द्ेच >> आ। (8&+ ०) + भंग[2% + ०). ख् 
या कंपत्त शी 605 (9४ + ९). 8 क भी (श्ड्+े ध्ल्ण्ढ 

(5 4) 
या ऊकूुंदच्तट [2०० (४४+०)+० झं० (४४+०)] 


विभेष झवस्या : यदि 2८८०, तो 


40 
हर 


स्मरए के लिए () को निम्न संक्षेप रूप में इस प्रकार रखते हैं-+ 


८. [6 आए 8४+8 ००४ ४5] () 


यदि 8-57 ००५ ९, 85० आए $ लें तो 7९/ क्येहतथा $ ८5६४० | 5 (5) 


> कर न] 85% ००5 $ 4००5 8> जा $) 


व्‌ 
अतः दंत 7 आग (0४+%$) 


[किए ० पन्मतर लवण 0५ ७०२) | 0०) --३/ह्ध्याद ० अंए| ( #ऋ+ पद? न्ख ) जे 





दहरशाप अच्चटीं भा (/3>) 
यहाँ 4००] तथा 8+ २/3 


है| 0 हि: 
बता. इ्रिफलन्‍ीफवर्गी करण कि >+ था -)| 


बन 2 झ0 [ ३3 >+ ् । 


( खण्ड (दो) अवकलत 
दद्दनावली ९ (७) 
ज्ल्म्व फलनों; की ३ के सापेप अवदकतन शुझो्क ज्ञत करे 7 
098 4)% हूह0 08 
55% 7२ 
6 _ को हें 
॒ कीट "दर है 8 छो0 है) मय शु 
>>: न 
44००३ कल ८08 « हा ००४४ .८ 
५ 09 शेर २) 0 ॥08 ४ 6 इ८्णी (९ ) 
ओिए 
के न +-.१०४० 
9, ००४९९ ४-४ व $0. वी. 005 2 
शा ०-२ १2 (0202 
णर्ज्ड स्छ क] (विक्रम 65) (3४न 20 राजा 58६) 
(४77: 774 समा 5 
ह ह ह्-शरं -१) ) | 
रे हि 
35. तक (राज; 53) ॥0: 089 ९ (रु; 56) 
बश9 * मे ००६४ 
६१. ४ (छिफ्रम। 65) १४$ 
१9. हें ००१ हें एज 66) १20. का ») 
जा * न +) 
2 एरजः 55) १94. शत ऊँ (रफएज; 8 


० ह्प्ण्य 
धर 


2.5. 


60# वर 


(09 रे 


९ 


१6. ८ 


(जा 5?) 
29. १08 (8८० ने पी 


न ) 
9 ह दिये श्र नैः प्र) 


४०09 0 ५ 
०08 हित 0) 


(राज 


2) 


(विकण 


8 : अवकलछन की विधियाँ ] ( 227 
ण हि 4+- शा 
29, 08 शआ॥ (4+2% 7) 30.०8 ए-क्ाऋ [शाज., 65] 
3१, 56० 3 (0॥ < कं ०ट्ठ क्‍80 (ह + जे ) [ राज, 59 ] 
32, ॥08 (निटिवा +े 33, ०8 कह 
धि-0 पडा | 
[साज., 59] (राज, 58] 
34, 08 किन ५7 649 हि 87००8४ ४ 
१ जा ०05 
[ राज, 52] 
36, (००४ १/५)7०5 (आंत |). 37. १९8४ (४+ (७ ऋ- ०८३) 
[धिज., 53] ([ राज- 60] 
+<> 
हढ:040 %- कं [ राज., 58 | 


प्रइनावली 8 (6) 
(वस्तुनिष्ठ प्रडन ) 


यदि #><घ॥, जहाँ ॥५६ ४ तथा ४' तोनो ५ के फनन है, तो रा निम्न 


के तुल्य होगा-- 
चाः चँंध्र.. धौए पं. धए 
(७) ८6६ प्र +! थ् नए पर - पा 


(8) ४४ मे है जा त् नाम धूए री ४४७ 


५ धए पा चब बंध दा बडे 
(ए) #ए 5८7 +क ॥पुद्र 4 7" क्र है कट “95 कर 


(०0) #' न +श्यूर् क्श् 


292 ] ह [ खण्ड (व) अवकलन गणित 


2. यदि ##्--, जहाँ ४ तथा ४, ४ के फलन है, तो-क८ निम्न के तुल्य 
होगा--- 
] धंए रच 4४2 _,५१ 
(5) क पलट श्र) (* पं 
& हे एप नी ४ (2) 
(५) कप 
बह ( )9) 
3, &0 >१ का अवकल गुणांक होगा-- 
(8) 008 2» (8) +-2 > ०008 < 
(0) 2 < ००५ ४२ (0) भंत्र 22 (्‌ ) 
4, 87 १/ | का अवकल गुणांक होगा-- 
(9) ३ 8४०१ > (9) ३ वर / प् 
(ः 8४ ) ] 2... न 
(९) 8०९ (हें (2) के अ्आ 8002 ./ ५ ) 
5. ०05 » का अवकल ग्रुणांक होगा--- 
(5) भांत्र ४) (8) आधाऊकी + 
(0) +अ#क >ी (7) 20.9 + ( ) 
6, थार ॥08 > का जवकल गुखांक लिखो । 








[ ६४७९७ ७००३ 079$ १8७९१७४७०४७०५३०३३१९१७७०७७७० ) 


रः 


का 


5 5 
580९ & का अचवकल सुरुपक लिखो । (22000 56 ७88३8 ४737 //9७४5९) 
]08 अंए ४ का अवकल ग्रुणांक छिखो। 


(हर ३७४१३०७+१७१३७३०७५० ३894 ७ # % 5१०७) 


अवकलन (क्रमशः) 
(एणॉ।डिशाएंबं०ा ८०7६0.) 











9-0, सघुगणकोप प्रवकलन (],0टथयशयां८ 0वक0ष0080070)-- 


जव फलन [ (9) (5) रूप के हों तो, अमी तक बतलाई विधियों से 
इनका अवकलन नहों किथा जा सक्रता। ऐसे फलनों का अवकलन करने के 
लिये हम सर्व प्रथम फलनों का रूघुगएक (!08970॥3) लेते हैं। ओर फिर 
इससे प्राप्त परिणाम का अवकलन करते हैं॥ अतः इस विधि को लघुगणफीय 
अवकलछन कहते हैं। यह निम्न क्रिया से स्पष्ट हो जायेगी । 


माना >>, जहाँ ४ तथा ४, » के फलन हैं । 
दोनों पक्षों का लघुगणक लेने पर 

408,) 55? 08,9 
दोनी पक्षो का > के साप्रेक्ष अवकलन करने पर 


] ब्रा (॥॥ 
हज का झ्ल्श (था क्र) + (7०९५०). पर 


4 मे। 22. 0, 
* ब्रा | न +०४,“ 7 | 
# ४१ 4 4॥॥ 
3 डि कप ०४;४ कर ॥ 
विप्पणो--जब किसो चर राशि को घात (909०7) कोई चर राशि हो 


या दिया हुआ फलन हो या कई फलनों का गुणनफल हो, तो उपरोक्त विधि 
बहुत उपयोगी होती है । 


24 | [ खण्ड (ब) अवकलन गणित 


हम ४ ४, 095४ ५५ 

सावधान (०्थ्णांणा ) उचन्‍्तम केश 3) +झे प्रकार के 

फलतों में सीधा लघुगणक लेना सम्भव नहीं है। जबकि कभी-कभी छात्र 
असावधानी से निम्न प्रकार लिख लेते हैं--- 


008 32' न | 09 जन-> 4098 शार + 08 >. 05 ऊे 
जो कि नितान्‍्त गलत हैं क्योंकि !08 (4+ 9) -£]08 4+08 9 
ऐसे फलनों में विविध पदों का अवकल गुणाक अलग-अलग ज्ञात करना 
पड़ता है। यह निम्न दुष्ठान्तीय उदाहरणों से और अधिक स्पष्ट हो जायेगा । 


दृष्ठान्तीय उदाहरण 
उदाहरण व, » के सापेक्ष & +« +» का अवकल गुणांक झात करो । 


[राज., 64॥ 
क्रिया : माना आवक कं 
हर धंः थे, त आज ध , 5 
४3. पल 2 4 जहा] 
धर] ४ ( िम १ 
क्तप४.. +ब]6एव +- पा जो - आन नि (१) 


अब हम »' का अ्वकल गुणांक उपरोक्त विधि से ज्ञात करेंगे ॥ 
माना डब्णओं 
दोनों पक्षों का लघुगणक लेने पर 
408₹ इच्च्ज 08 | 
४ के सापेक्ष अवकलन करने पर 


| रे 
५2" ४ ऊं एज . [0 


, है. प्ृद्रात5 (+08 + ) 


सन्जे ( ३ +0ड्अओ 


9 : अवकलन (क्रमशः) ] [ 25 
व __ वन) | ्र 
अत; कदततका कब ण्ड 4६४ (। का०्डत) 


च् है है. # 
सत्वा + 4 084+ | 08० [*. +]०8ह४०-।०हव्पु 
पु 
उदाहरण 2. अं का 5 के सापेक्ष अवकल गुणाक ज्ञात करो । 
रो 

क्रिया ; माता #क्सड 

॥08 ऊच्य्ड 08% 

& के सापेक्ष अवकलन करने पर 

| 4! हि! रच ५ 

न +>बड2 ,-- #_.. 

है. थी कर है +॥०8 क्र ) 
ह॥ अत झ-झा क 
दरों हर बल  कांग्ह ऋू 3 ( 7+708 * ) | उसे) 


कर अनों 


ड्ब्ड़ [ ।+खब्ड # (7+० ») _] 


उदाहरण 3, (]+००0$ का > के सावेक्ष अवकलन करो । 
हम (राज; 57, 59, 64 ] 
क्रिया ; माना 3'55( + ००५ ४) 
लघुगणक लेने पर 208 #> > १०४ [)+0०5 |) 
# के सापेक्ष अववलग करने पर 


| बिक न -+न-+-+-+ 5 (ता 4. (8 (4 +००5 3) 


ञ [ अधग | 08 [+५००६७) ] 
]+००5 5 








उदाहरए 4. + के सापेक्ष #  + (आए 207 का अवरलन करो । 
[ राज; 54, 68 ] 


दर 


न गागित 


( खण्ड (व) अवकल 
08% + (8) क्‍ - 
माना 2 ०8% ५. (#0॥ 2) 
"८ > 
पुतः मानता + हर श्स्त शत >) 
१02 #_च्नो०४ २७ ।09 १028 #** 2 )0£& कप मं 
१ व॥ १.,: । 4? __ ्‌ 605 मं 
नल च्ध्य ० _..0 न ब्पा ब्य्ल् ८ 
४ 42 ]087 हर 4 द् ध 90 ४ 
+0£ 995 
8 
न्‍ >> (20० +-08 आ7 *) 
4: 


4. (आ02 का >८ 


* 4४... (५०४ 4 
42 
+-१0£ आं7>) 


(३००२ 





49 _._4/ 
हि-- दान न पर: 
42: 4» 
हि दर छल अप (०००47 झा: 
((0) कर (2) 


या 
4 
2 
ऋकाअके सापेक्ष अवर्कल शुरंवी ज्ञात करो । 


3 %६६ 
उदाहरण 8.% ९ शी 
प् 3 2२%. 2 
क्कपर * माना ता ८ शत हे 
3 ग 2 

१08£ >च्लो०शों +0£ ८ +0£& ञ0 हें 
** )028 ९ 9--+02 +-0£ । 

छ अनार) ६02 क्त्र मेँ 

धर 

( .026: घ+> ॥09७ श्स्नन 
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» के सापेक्ष अवकेलन करने पर 





है. / ण्ण्ड्ड 
नय >7ज+-:7+7+2 « 
2 का पीरैफ झा 5 


की 
अत: 2 रे अंत कं व [+2 «एण 5 है| 


बंप 
बड़ 7 7 न] लि 
या कु च्यश आर (3 आकर न जनकश्ज ०0७5 ) 
प्रइनावली 9 (७) 
निम्व फूलनों का » के सापेक्ष अवकल गुणाक ज्ञात करो-- 
3. 
3. र् मु पं धर 2. (०8% ; अं ख् 
3, 57 के 3४4 4. (अंग्ज) १ 2; (०७ है 


5. (08 जा रे; (हए 79) "8 ् (व्ण 4 आा न [प्वा 8 5 
[प्रजमेर बोर्ड , 53] 


जो 8. (+-») 
५१. (आओ. [राज,,50] 0. (०): [[राज., 70] 
2 08 »४ रखो 
4], 3 (रिज., 66] ॥2, ८6 
] 
'॒ 
73, (+-दर [राज., 52, 53| 4. मे + (राज बोर्ड,,57,59 | 
45. (आज 8 प्रा6, (जआऊ श 8 इक 
[रग्ज., 68] [ राज., 67 ] 
7. (॥+5) (2+>) 8, हि (2--4) (४-४) 
(7-5) (2-०) (४-/) (४-५) 


(राज, बोद 58] 


8 ) [ छण्ड (ब) 
मी ्ज (राज- 2 
$ ९ र्रं न € हि हर 
००६ * 00५ ५४ (राज. बोडे, 3 
३.. 3४ झ0 ५०. €।. ४००. 
)35, आ॥ है है 0 2#- शी 95%, आ0 42 
| 
१५७. शी २८१०६ है >८ 0 औ «और 
9.. अरुपष् ([77 ) का अवकलन 
3) स्पष्ट फलन (एल णि।एी०ी __यदि किसी सगे में * 
हथा 9 दोनों हो और ९ को के (यार के ) फलने क्के 
स्पष्ट से व्यक्त सके ते > कोड का था #को » का ) स्पष्ट 
फलन के हैं। इस # अर्थात्‌ 2 न्न्र ) [यथा 2 (9) ) रूप वाले 
फलनों का अवकलन के हे) 
(४) अस्पष्ट 0000 (७४०४०० ) समीकरण में 
तथा 9 दोनों मिले ७ बाते हों अं! छा * और यह फलन ) 
क्षयवों हे ) (लए, स्पष्टतर्यी हल जास को < का (या 
को» की अस्पष्ट फर्लेन कहते दे * लगों (5५ )सल0 के अवका्लन की 
विधि (४०08 ॥०) निम्न हूँ. 
]. 2 को की एनकर (७) 0 के प्रत्येक पेंदे का 
सापेक्ष अवकलन करो । 
4)' के गुणांकों को एकर्त्रित करके 49 क्वा मान जीते करो । 
4 | 40८ 
दुष्टास्तीय उदएहरण 
उदाहरण 4. यदि हर के शरीर +ए के 28% ने जा 0 
(राज 55 


2 का मएन ज्ञात करो १ 
तट 


9: अवकुलन (क्रमशः) ] [ 29 
क्रिपा ३ बा +- २७ न-99१ + 282-4-2/2+ ८५८० 

प्रत्येक पद का » के सापेक्ष अवकलत करने पर 

205 + 2/9 + 2#%--- + 207---+ 28+ 27. 


बे क] 
या के ग४+ #?+/) 55 ० (०४ +/9+ 8) 


व _ _4४+/#9?7+8& 


या न+_ हित मन 2४ न-»न्‍नन»न-+-भ-०क नह 
द्व्ड ॥%+ै/#? का 


उदाहरण 2 यदि अँव््फो, तो का मात्र ज्ञात करो 


(राज, बोर्ड, 56] 


है 34 
फ्र्य्यिः ही 
लघुगणक लेने पर >व08 >> ]08 » 
अब दोनो पक्षों का » के सापेक्ष अवकलन करने पर 
बं कक हि (4 
चन्द्र दर 08 #55०४ ै»+ हा 
/ अ १ 
मनी कं ] न०8 2- ््र 
2(<॥08 7-9) 


कर बंप. 3([0' ॥08 #-->) 
उदाहरण 3, यदि आज 7 , तो सिद्ध करो कि 
(/५॥ 8: 
८४४. (4+०४ ») [राज , 56, 70] 
किया ४ दोनो पक्षो का लघुगराक लेने पर 
2 08 झच-ऊ-छ [ ०ह,८ज२१] 


220 ] [ खण्ड (व) अवकलन गणित 


न 


ध ; ]+08 < 


49 _(]+08 2) डा ) ३08 > 
व (।-+-0९ >)* (! +-028 >)* 


७ के 


उदाहरण 4. यदि (००४ 2)” -+(आंग 9) तो हा का मान ज्ञात करो । 
(राज; 60] 
क्रिया : (०05 3 > (आग हो 
दोनों पक्षों का लघुगणक लेने पर 
79408 ०08 >> 402 शत 9 


2( -था 2) +708 ००5 को 000 9? -+- +॑ 08 आग 2 


अतः 77 [ ०४ 605 ४--> 00 ” | ज्ज08 आग 7+ड पता २ 


यो बा व68 भा #+> शा 5 
बंदर 408 ०05 ४--<> 00 7 
उदाहरण 5. यदि आ। » 55» »॥ (4+ 9) तो सिद्ध करो कि 
ब/ _ भा (६ +- 9) 


ध झंत & [राज; 6, 70 8] 
क्रिया: यहाँ नल 
१ ञ॥ (६ +») 
दोनों पक्षों का » के सापेक्ष अवकलन करने पर 
क्रय __आ। (4+9) ००5 >-- आंत # ००5४ (4+-2) 
क्र आंत (६-9) 
भा (4+४-०)_ आशझीा 4 


872 (०--9) झा (ध+ 3) 





9 : अवकलन (क्रमथः) ] [ 22] 
» % __आ7(6+% गे 
"क्री आारव कि 


अर /मनन्‍्त तक कर 
6, यदि घन » तो प्रिद्ध करो कि 


42 &# 
बच्ट्फािडचपिऊ राज , 50. 
* उबघतप-आाग्ह> [दज + | 


] व 
(7 3 
क्रिया : माना 3न्‍्ल्ड 


तो अच्ल र्रं 
[08 >> 7०8 5 


कात हा ॥-झात्ड> 
धर अ 
4४. ॥--9॥05 5 
प्रश्नावली 9 (0) 
(8 


पुद्धग मान ज्ञात करो, जब 


$४ # ##5४$ 2. >४+#+ 22-47 ७ 0 

3. ऑकगोक 34:20 [राज., 67] 
4. #5+औ+529--4750 (शिज-, 64] 
5. उच्तछ ०8 6. अच्च्ड [राज 63] 
7. अऑफक्जेब्2 [राज 59] 8. अं ४. (राज: 63 
9. (६2॥ 2508 % 


0. यदि ८ रधं 


] 


>> के विद करो कि (]-#) 2, +2न*० 
कर धर 
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«*न्‍मैनन्त तक 
हु: 
#८-+ 5. हे 
]. यदि #>-१/ < ४ » तो सिद्ध करो कि 
धंए १2 
४ पत्र 5 --2 708 5 





पम बदि आर ४अके आप उाा अक्ान्त तक 


47 
तो सिद्ध करो कि (27-॥) ह्धद ता! 
होड़ (आंग्र >)"“अनन्त तक 
3., यदि 9-++(आं॥] ») ($ » तो सिद्ध करो कि 
बंए 60 5 


बंध ]-ऊ 68 का 5 
८4. बदि>- /कज्प उछग्ा उ्चल्च्क्ल 


तो सिद्ध करो कि जे प्तः क्र्या (राज., 62] 
9.3. प्राचलिक समीकरण (ए्वक्षााला० €्पृप०5) 

प्राचल ( एशथ्वक्याटंटा ) जब < भौर 9 दोनों किसी तीसरी चर 
राशि के पदों में दिये हो, जैसे ४-५ ००५ 0, /+59 आ॥ 6, 

तो उप्त तीसरी राक्षि को प्राचल कहते हैं। तथा इस प्रकार के समीकरण 
प्राचलिक समीकरण कहलाते हैं । 


ऐसे समीकरणों में 32 
से सर्म में का मान उनमें प्रयुक्त प्राचल का विलोप 


(आंग्रांग/८) कर अवकलन करने से प्राप्त किया जा सकता है। किन्तु 
कभी-कभो विलोपन कठिन होता है तब ऐसी स्थिति में हम ८१/८४ का मान 
जब ४ प्राचल हो तो निम्न सूत्र से ज्ञात कर सकते हैं-- 


चूए. कांच 
ब्र काका 


अत: » के सापेक्ष » का अवकल युरांक, प्राचल के सापेक्ष 9» भोर > के 
ध्रवकल गुणांकों का भागफल होता है। 


3 
ध्ऊ 
जि 


9 : अवकलन (क्रमशः) ] [ 
हृष्टान्तीय उदाहरण 


झदाहरण . यदि #र८० (96+आ॥ 6), #+२० (-००५ 6), 
हो 2 का मान ज्ञात करो (राज; 654, 67] 


क्रिया : ४->4 (9+-97 9) ट् 2 (4-००५ 8) 
पर हि 
ख़त््ाी + 0००5 6) नकल 87 6 

५ 4/ _4//79 __ 4५०७ 
' ब््. कंधग० . ब(+०० ०] 
भंछे 0५०४९ 
या ४ बन्_ट दे च्प्ड पा 
टन 2 ००४३ 6 ५ 


उदाहरण 2. यदि ४5-08 १+ 9 4, ्स्स्ट + ५०५ ६, 
तो -- का मान ज्ञात करो (राज; 68] 


क्रिया ॥ अज्जो०ठ 7+च अन्त + ९०४ (4 
बड़ 
है. ->++-- +003 ! बा 
), >>तत80 >भशा] | 
ब्रा 47 ञ-क्वग 
. 47 40४ _ ४४-आा 7 
धंद्र बंड/वा //+ ००5४६ 
49 _/ (४-7 7) 


बएर ।+8 ९0५7 
४ भप्रइनावली 9 (०) 
(4 ज्ञात 
कट गति करो, जब 
, अचूदार, ॥च्न्रिवा 
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2. अच्ू4 005 6, #८-४ था। 8 


>>+4 ८057, 7-4 झंगर/ 


| ग 
अ्र््य््ध (००४ 7 +- 0९ शा 5) ण्च्ञ्च डांत्त 


« यदि #व< ज पा मा हा ग्री सिद्ध करो कि 
4» __7(2-7)) ४ ेृ 
बंद. [3758 [दिल्ली बोडे; 70 ] 
प्रइनावली 9 (6) 
( वच्तुनिष्ठ प्रइत ) 
> का > के सापेक्ष अवकल गुणांक होगा -- 


(७) अ्ीएखँ . (8) [०8५४ 
(0) <ं ल्‍08 ८« ... (9) मी ०8 ( ) 


यदि ४)'>#४८4 तो 55 का मान होगा-- 





2८- ल्‍; 
(0) र्ल 9) >> (0०० (०) >य<| ' 
ह ट ( ) 
यदि ४-5८ ००४ 6; »59 आ। 6, तो -- का मान होगा-- 
(5) जफण 9 5 
ध 

४ 
(0) -[४॥6 (9: 5४506 

(८। धर 


यदि 27०4 50० 0, »४८४ (४॥ 6, तो रे का मान लिखो। 


(्‌ ७०७०००१०००७०३ ७६४ ० ) 
( १०००४००००७५० ३ ७ ५ ७» ) 


यदि. 9-४ तो-- का सान लिखो। 


40 


सरल ज्यामितीय प्रपोग 
($॥गए/6४ 5९०7720709॥ //श[८न्घ८००5५) 
गृह ह८75 थात॑ रएायाफ्रड 











0+0, एवशे रेखा (72॥2070) परिभाण--- 

मान लो कसी वक़ 32'सन/ी०) पर ? (०, 9) तथा ९ (४+/, »+/) 
कोई दो विन्दु है। ? तथा 0 को मिलाओ। 

जब बिन्दु 0 वक्र के अनुगत (20 076 ८ए२० ) ? की ओर 
प्रफ्तर होता है ती सरऊ रेखा ए0 


किसी निश्चित रेखा (मान लो 
एटा) की ओर अग्रसर होगी । 
“90 की सीमान्त स्थिति, 
जब 0->»? अर्थात्‌ सरल रेखा श' 
बिन्दु ?ए पर वक्त की स्पर्श रेखा 
(/श६५॥) कहलाती है। 





0-. प्रवकल गु्णांक (६) का ज्यामितीय प्रधं-- 
(राज ,52 57(9)59.67] 
मान लो कसी वक्त #>-/(>) पर ए (2, ») कोई विन्द्र है तथा इसके 
बहुत समीर कोई अन्य बिन्दु ७ (3-85, >+ 67) है जहाँ &> तथा 89 
अति लघु है। 

(को ? से मिलाकर इस 
प्रकार बढ़ाओ कि णोवा 700 
अन्ञक्ष को पर पर काटे। तथा 0 
बिन्दु से >-अक्ष पर 7७ तथा एप 
झम्व डाढो और ? से 0 व पर ४: 
फोर अभिलम्ब डालो । 
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पे चफार स्चाॉथा 0९२ 
ब्लशा एफ 
नउस कोण की स्पर्श ज्या (शाए्रणां) जो जीवा ९0, +-अक्ष , 
से बनाती है। 


पं ० _7गाा 
$83०->0 8४. 85४०-२0 
अब जेसे-जेसे 8» शून्य क़ा ओर श्रग्मसर होता है। 0 भी ? की ओर 
अग्नसर होता है। और अन्त में जीवा ९0 वक़ के ? विन्दु पर स्पर्श रेखा 
ए' बन जाती है। तथा कोण ए7“5% (जो ' जीवा ९0, >-अक्ष से बनाती है) 
कोण ?75४ (जो स्पर्श रेखा ९7, >-अक्ष से बनाती है) के बराबर हो जाता है। 


व या 9 ता 
* 2४ 8४->०085% (0-२? 


ध्ा 27% 


शा शी: - या एफ 


श्र्थात्‌ अवकल गुणांक े- उस कोण की स्पर्शब्या (ाहआणालांट्थों 


थाएशा) है जो वक्त 7-5 (5) के किप्ती बिन्दु (४, 9) पर खाँचो हुई स्पर्श 
रेखा >-अक्ष की धन दिशा के स!य बनाती है । 
साधारणतया यह कोण ४४, ५ से प्रदर्शित किया जाता है । 


मा अत, 
अतः ले न ल्‍ऋ च्ञधिाए 





उस कोण की स्पर्श ज्या को जो बिन्दु ? पर खींची गई स्पर्श रेखा 
#न्‍्मक्ष के साथ बनाती है सामान्यतः “बिन्दु ? पर यचक्र की प्रवरता 
(87000) कहलादो हैं । 
0:2. स्पशे रेखा का समीकरण-- 

निर्देशांक ज्यामिति से हम जानते हैं कि बिन्दु (५, »>) से गुजरने वाली 
सरल रेखा जिसकी प्रवणता | हो, का समीकरण है-- 

9४-.»++॥४ (४-०) 
जहाँ (5, ५४) चलित निर्देशांक (०्परापक्या; ०0-0तांगर८४) हैं । 
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अब स्प्ञ रेखा के लिए सामान्य संकेतन में 
८) 
गस्डॉँथा ए बे - 

9 बटर 


अतः यक्र के ? (5, 9) बिन्दु पर स्पर्श रेखा का अमीष्ट समीकरण होगा- 


उपभप्रमेष !. यदि वक़ के किसी बिन्दु (<, )) पर स्पर्ण रेखा आमक्ष के 


समान्तर हो तो 
4) 


न्‍्>च्ब्0 


ब्रेड 
विलोमत ; यदि बक्र के किसी विन्दु (४, »>) पर >->-“0 तो उस बिंदु 


पर स्पश रेखा -अक्ष के समान्तर होगी । 
उपप्रमेष 2. यदि वक्त के किसी बिन्दु (5, ») पर स्पर्श रेखा )०प्रक्ष के 
समान्तर हो तो 


का 
बट 
ब 
न्न्ब्न््0 
या कर 
बिलोमत : यदि वक्र के किसी बिन्दु (४, ») पर ,-ज"्*0० तब उस 


बिन्दु पर स्पर्श रेखा >-अक्ष के समान्तर होती है । 
0:3. अभितम्ब ()२०प०४) परिभाधा--वक्र के किसी वित्दु पर प्रभिन्‍ 
लम्ब वह सरल रेखा है, जो उस विन्दु से गुजरती है तथा वक्र के उस बिन्दु 
पर खीची गई स्पर्श रेखा पर सम्व है। 
अभिलस्य का समौकरण--- 

हम जानते हैं कि बिन्दु ? (5, » ) पर स्प्द रेखा का भुकाव 


शीश 5८--+ हैं $ 
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अन्त: विन्दु (5, ») पर हम्तब्र रेखा का मुकाव माना 


7 हि 
को बम +++->+ ४ ++ --- ठेंगा । 
का का 
चट 


बहः वक्र के बिन्दु ? (४, 70 पर अभि- 
लम्ब का समीकरण 


(-००-७ /-४| परत नर हें) 
4) 





(४ | ठेय 
या (४-७) जे ४-5)50.. है> की 


चित्र 42 
वर्कछों का प्रत्िच्छेदन कोण (5786 ० गंगरश5ध्लीणा 0 ०7785) 
मात्र लो कि दो वक्त ९. तथा ८५ परस्पर दिन्‍्दु 9 पर कादते हैं 
दोनों वक्कों पर विन्द्र ? पर स्पशियाँ खींचो । इन स्पशियों के बीच का 
% ९ बक्रों का प्रत्तिच्छेद दो (8702)8 ० 77/%5९०४०7) कहलाता है। 
देंधांक ज्यामिति से हम जानते हैं कि दो मरल रेखातों 





मद: 
है कागज ्न- थ्प्‌ 
उज्य्याज5 3 ८५ 


न्‍् 


दांच का काण 


की 
१2४ 


8च-धिप 7 77, 772 होठ है 
4 + गापता/ 
धागा, 
छा. था 8-5 जा 
व3-+ गगुपम 





चित्र 43 


+- 2-5 प ५3 
दिलतु शाप देथा हा वक्ा के अन्तच्छेद ख्विन्दरु 2 (>, 3) पर 5 #भान 
द्र्ड्र 


0 ; सरत ज्याधितोय प्रयोग ] [229 


वि धरा बए 
॥ अत; यदि हृप इनको (६) (ड् ) कट करे, तो बक्रों का 
द्दै हप इनको (६2, तया (पु: ॥0,ऐे पट करे, तो बढ्ों का 
अमीध्ट प्रतिच्देदय कोण 
(वा 8-5 )८ | )८ 
ग्द्र री )& 
टिप्पणी ; दूसरा प्रतिच्छेद कोण ४--७ होगा | 
चम्ब कोणीय बक्र (070080/9 ८४४८५) जत्र दो वक्र एक दूसरे को 
समकोश पर काटते हैं तो उन वक्रो को लम्ब कोगोय बक्र कहते हैं। 
विशेष अवस्पा : यदि 6590" तब स्पप्टनः 


बं। [4 मी कर 
4+ [पर )८ [ रे )०, ने 
(६० )००- | 09 
या. | (र)लल्टिवता 
हृष्टान्तोीय उदाहरण 
उदाहरण 2. यदि >+ 295--8%- 7 तो अं जात करो | वक्र के किस 


बिन्दु पर स्पर्श रेखा >-अक्ष के समान्तर है । 

उन बिन्दुओं पर जिनके लिए ४5०3 और बन, वक्ष की भप्रवशताए 
जगा है ? (राज., 59, 68] 

किया; वक़ के समीकरण व 27ल्‍58:४-7 में अरूू3े रखने पर 
#सू4 अतः बिन्दु के निर्देधांक (3,4) इसी प्रकार अन्य बिन्दु (5,4) । 

बक्क के सपीकरण को » के सापेष्ठ सवइछन करने पर 


25-42 5.4 ब्लड 
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धबं/ 4-5 
या रच 
.. दधड > 
् धं) ) 4-3 ॥। 
 वबिनद्‌ 3.4 0. धिओड --.0..- आम | 

अतः बिन्दु (3, 4) पर प्रवणता (ड् दर 

् कक 4-5 | 

हट 5.4 (%)७ “न 
भौर बिन्दु (5५, 4) पर प्रवणता न हा यू 

आ हु ) धें 
अब स्पर्श रेखा >-ग्रक्ष के समान्तर होती है यदि शत 
“« 4--४55८०- या ४55१4 तब » | 


अतः अभीष्ट बिन्दु के निर्देशांक (4, |) है । 
उदाहरण 2. वक़ »१--32---2%--3550 पर उन विन्दुओं को ज्ञात 
करो जहाँ स्पशे रेखा 
(7) >-अक्ष पर लम्ब हो, 
(7) »-ब्क्ष पर लम्ब हो, 
(77) अक्षों से भुकाव (7 णशाधाणा) वरावर हो । [राज., 64] 
क्रिया : दिये हुये वक्त के समीकरण का « के सापेक्ष अवकलन करने पर 
25 +- 2947 +--2550 
चंद्र 


47०_-> 
क्क्प 5 





ब्लड ६8 १8१ 4 2००० (्‌ > 


(7) स्पर्श रेखा >-अक्ष पर रूम्व होगी यदि 9--90९ बर्षात ८ रे 
श हु 


अतः 3घ 5८0 
“« अभीष्ट बिन्दु (3,0); (-! 90) 


(7) स्पर्श रेखा 3-अक्ष पर लम्ब होगी यदि १--० बर्धात्‌ पे न्त््छ 
् £ थ - 


बर्घात्‌ >-5 
«« अभीष्ट बिन्दु (), 2); (,--2) 


40 : धरल ज्यामिति प्रयोग ] [ 237 


(77) स्पर्थ रेखा अतथा )-अक्ष से 457 का कोरा बनाती है अर्पाद-ट.० ह 
अतः 4>/ब्न्छ 
इक (]-४)7-25-3 «०0 
या 227-4%-2:-८0 या 33--2:- 5-:0 
४“ #बाा55९/८ 

> अभीष्ट बिन्द (८८ /2 ,+७/2); ((+ /2,5८/ 2) 
घदाहुरण 3. वक क्र क्र म<| के बिन्दु (० ००४ 6, 6 आंत 6) पर स्पर्चे 
रैश्ा तथा अभिलम्य के समीकरण ज्ञात करो । [राज 64, 69, (5), 70] 

किया : यक्र के समीकरण को अवकलन करने पर 


252, 27 & ह/4 8 2 

क्व :३* क्र या न क्ना हर 
अतः: बिन्दु (7 ००५ 6, 8 7 6) पर डर झा भाव 
>>! ०८०००__ १ ८०४७ 
का 0579 8 व 509 


दिये हुये बिन्दु पर स्पर्श रेपा का समीकरण 


82 ८००५6 
+09 हंत 6 --- 
5५ शक च्ञआा 9 


या 49 छा 8-2 9 आंा१ 6-5 -89 | ९००5 6+48 ८०४ 6 
या 8520००४8कव> आंत 8८9०6 
सथा अभिलम्ब का समीकरण 


बञंत 8 
४-4 ८०५ 6, 
9९०5 8 ( ) ट्रँ 





(४-4 ८०५ 6) 


3/+-४ हांधर 65 





कह. १ डछन्वु (0 0) परत: 
ऐ 0 ३2 
(+ऋ) (0,0) 


छ्स प्रक 
के लघ्व तेथी (2) 
अतः (0 0) पर प्रतिच्छेद कोश 


| पद खिखु (.) पर: 
ते 
बफ़ () पे 77 )( स्ल्फे स्ताप्‌ 


६५ 
) >> 2. सन 779 
( १ 


विशषनयन का 


वफ़ (2) 


0 


4. 


० 


+ सरल ज्यामितीय प्रयोग ] ॒ [ 233 


अतः बिन्दु (4,) पर कोण 
77] ++ 772 
3 + हावगा2 


का करन अं पक #. 
स्लॉशा | पड कप ्‌ गा ) 
अतः अभीष्ट कोण 90% तथा का? (३) 





दशा * 





प्रइनावली ]0 (8) 
बक्र 7/--(2--) (४-2) के विश्दु (,0) तथा (2,0) पर स्पर्श 
रेखाओं की प्रवणतायें ज्ञात कीजिए ॥ (राज; बोर्ड 4] 
निम्नलिखित पेक़ों में प्रत्येक के छिये विन्दु (४,») पर स्पर्श रेखा एवं 
अभिलग्य के सपीकरण ज्ञात कौजिए-- 


(०) 2!+3+-० (0) >१--4०७ 
हद अध 5 
हक कल्ली (6 दाह तट 


निम्नलिजित प्रो में प्रस्येक के लिए उनके सम्मुख अंक्ति बिन्दु पर स्पर्श 
रेखा एवं भभिलम्ब के समोकरण ज्ञात करिए-- 
5 है धर उ 

(०) है + 35८ ० कट ) 

(80) >> 42$)5-4 पर 
बेक्र )ै7«००४+-४ के बिन्दु (2,3) पर स्पर्श रेखा का समीकरण 
25१४-३४ है। 6 ओर ४ के मान ज्ञात करो ॥ | राज;62 ] 
यों के प्राचलिक समोकरणों मे प्रत्येक के लिए बिन्दु (3, ») पर स्पर्श 
रेखा एवं अभिलम्ब के समीकरण ज्ञात कीजिए : 

(०) अच्च्तार १अच्न्रिदा [ राज;62 ] 
(8) अख्च्ब ८०5५ ४25४ आग [राज63 ] 
(०) ४5००-09). ; ४55० (--००४9) राज, 70 (5) ] 


234 ] [ खण्ड (ब) अवकलन गणित 


6. 


30. 


ड7. 


82. 


निम्नलिखित वक़ों पर उन विन्द्रओं को ज्ञात कीजिए जहाँ स्पश्श रेखा 
>-अक्ष पर लम्ब हो-- 

(०) 385-4०5% (8) #+< (24-<) 

(९) रह +2 57 +- 0/४5--] 

निम्नलिखित वक्नों पर उन बिन्दुओं को ज्ञात कीजिए जहाँ स्पर्श रेखा 
>-अक्ष के समान्तर हो-- 

(०) उच्च्झा 


(8) उ'ब्तक्‍्को -- 3%--95+ 5 [ राज; 59, 65 ह 
(०) +37 + 2%- 47'5--20 [ राज., बोर्ड 57, 69 | 
(4) 6#--2>#-95: -- ]2%+ 8 [ राज; 54, 64 | 


निम्न वक़ों के किन विन्दुओों पर स्पर्श रेखाएँ >-अक्ष से 45" का कोण 
बनाती है-- 

(८) उनन्‍्शंए 5 (2) #+--+4०5 

(०) अीचक्‍ण (४) #+45-0 [ राज., 67 | 
निम्न वक्रों के किन विन्दुओं पर स्पर्श रेखाएँ उनके सम्मुख प्रदर्शित सरकू 
रेखा के समान्तर है-- 

(४) 3) <237-»%+ ५ कच्जउथअन-4 

(9 #ज्+(४-2) (४ :-3)  $ 27#5--70%+ 3 

वक्त )'०->» पर उस बिन्दु को ज्ञात करो जिस पर खींची गई स्पर्श रेखा 
>न्बक्ष को 60? पर काठती है, और स्पश रेखा का समीकररा ज्ञात करो 8 
निम्व बक्रों का प्रतिच्छेद कोश ज्ञात कीजिए-- 

(५) उ'च्ल्‍् ओर 5:++-#*--20 

(0) शविच्त्कर . और ॥४--32> [ राज; बोड 62 |. 
(०) #४+3४--45--550 और >2--)2- 27-- 9-50 
सिद्ध करो कि निम्न वक़ परत्पर समकोण पर काठते हैं : 

(व) अझौ-3>%#<4 और 3>&0)-)--३ 

(0) अऔ +4४-०४ जौर झौ-2#>“-4_ 


0 : सरल ज्यामित्तीय प्रयोग ] [ २3$ 


53, उन प्रतिदन्धों को ज्ञाठ कीजिये जिसमें निम्त वक्त समकोण पर काटते हैं- 


हद 
(०) क्र रद भौर >#) «८ 
कक को 
(0) कल द्वार और २ आय + ]।.. [राज,, 7]. 


(०) ०४४+०)४-७॥ और ४ <+-8 )१४०7 
प्रइनावली 40 (७) 
डर 


यदि वक्त ७ (२) के (2,») विन्दु पर छीची गई स्पर्श रेखा का मुकाद 
60* हो हो न का सात होगा-- 


७) जहा 0 >| ००० ० + 


2, बिन्दु (5, 3) पर स्पर्श रेखा फा समीकरण है-- है 
(७) (४-ज+ (0-2) «० 
(9) (>> हूँ चआ-र 
(० (४-)-  ए-खक० 
(0) (४->) 2-७-») (. 3 


3. बिन्दु (3, )) पर अभिलम्ब का समीकरण है-- 
(#) (४-३७) ->(२४->) 


(9) (१-> २<- (४-२) ५० 


36] [ खण्ड (ब) अवकलन गणित 
धर 
(ः जय डे ऋ... 
(0 ए-» करत) 
व हि ४ 
58628 .. ( ) 
« यदि वक्र »््आ (3) के बिन्दु (४, »>) पर खींचो हुई स्पर्श रेखा >-य्रक्ष 
के समान्‍्तर हो तो हर का मान होगा-- | 
(४) 0 (83) ० (००। (9) -! ( 9) 
« वक़ ४4-9१... 22- 3550 के निम्त विन्दु पर स्पश रेखा >-अक्ष के 
समान्तर होगी--- 


(2) (॥,2) (8) (3,0) (०0(5,) (9) ("») ( ) 
6, वकफ़ #>+४--3%2 -- 9४+: 5 के उंस बिन्दु के, जहाँ स्पर्श रेखा >-बक्ष 


के अभिलमस्व है, निर्देशांक लिखों । 00 कक ९) 
« वृत्त +->2--०2%--3 के उस बिन्दु के जहाँ स्पर्श रेखा >नवक्ष के 
लम्ब है, निर्देशांक लिखों । + के पप 0एणणणा ) 
« वक़ 2४ + 4550 के उस बिन्दु के जहाँ स्पर्श रेखा दोनों अक्षों से समान 
कोण बनाती है, निर्देशांक लिखो । (०5 हम १2 ) 
« वक़ /5६4५४--७? के बिन्दु (0,0) पर स्पर्श रेखा की प्रवणता है--- 
(0) 4 (छ8)2 (०7१॥ (7०) ० ( 9) 


[ राज० हायर सैकण्डरो; 73 ] 
« वक़ अकय+ नि के बिन्दु (2, ) पर स्पश रेखा का समीकरण लिखिये ॥ 
[ राज० हायर संकण्डरी, 73 ] 


उत्तरमाला 


हर 


खण्ड (श्र) 
निर्देशांक ज्यासिति 


प्रइनावली | (4) पृष्ठ [[-3] 
(०,0), (०,०) (0,०) दचा (: ठ" छठ 


3. परस्पर लूम्व भुजाओं के प्रविष्छेद बिन्दु को मूल बिन्दु मानकर 


निर्देध्वांक होगे;-- 
(०,०), (००), (0,०), (डे 5) जब भरुजा ०, >-अक्ष तथा 8, >-अ्ष 
पर हो 


५. (--3,--2), (3,--2), (3,2), (-3,2) जब भुज्ा 6, "-प्रक्ष के 


समान्तर हो | 


« (0) 0 (७) /क्र (09) /5 (0५) (०-9० 5५ 
. ह) 33 (७) उठ (69) 7 (५) ४ 


(२) «०5: छ्आफड़ 


. 5 ॥. 4/$+ /75 ((+ /2) 4. 50 वर्ग इकाई 
« (3,6) अयवा (,२).._ 77. (0,२-३ /3) 
«» (-३,2) 20. (3,3); /ऐ 


प्रइनावलो 4 (0) पृष्ठ [22-24] 


३. ($,3) (,]) 2. (“9 |); (- ४) 
3. 4. बाह्य विभाजन ! :2 में 
5. () अन्तविभाजन 4 : 2 में. (|) बाह्य विभाजन 2: 5 में 
6. (६,--2); ("३,०0० 7. (-$%$), (),) ($,-॥$) 


2] 


30. 


32, 


43. 


43. 
47. 











[ उत्तरमाला 

(0.3) 9. (4,-) 

जय 2 0 

--36+89+-3८ ->24+--9+ 6८ 

2+9+८ ६ --9+८ 
जहां 4-+ / ८9, 75-२0 तथा ८७ - 
(6,0); (4,4); (-4,0); (4,-0)- 
प्रश्चावल्ी । (८) पृष्ठ [28-39] 

(0) $ इकाइयाँ (7) हल इकाइयाँ (0) है इकाइयाँ 

म :.. 3-7 _. ”/-+० _.. ०-४ 

(९) (०४ आ। “न भं। लए आत न्‍नल 
| 5. ()) 7 (7) 0 () 5 इकाई 
(8, 9) 8. (8,5) 


, (7,2) या (,0) 45. (4--०) 4--४ (०८4०४) 36. (,0) 


प्रबनावली 4 (0) पृष्ठ [30-32] 


« (8), 2. (00 3. (७) 4. (89) 5. (0) 
« (83) १7. (2002 8. 0) 9. (0) 30, (०0) 
. (8) ॥2. (2) । 


प्रश्नावली । (७) पृष्ठ [32-34] 


- | (4४-४८) 2. (4,2) 3. (0) 4. (0) 
४ 72.5:3 6. (८) 7. (0) 8. (8) 
- (3,- $) 40. (2) ॥7. (0) 32. 0 

(2) 34. (70) 45. (8) 36. (०८) 


(5) 38. 3 


उत्तर माला ] [3 


20, 
74 
38, 


6 
4 


प्रशनावली 2 (9) पृष्ठ [39-4] 
व, ३9८०३ 2. अबक्‍-ा4 3. अच्ू39 
4. >8--3/7--245 ०6-०0. 5. #१- २४ (7+>)55०0 
6. >-3+#+-50 प. 6४-4/ल्‍«5! 
8, 0) #ऑकरशीयं 00 इं>-+ क्ली-क्च। 


(8) 405४+८7<४50 


. 2£+34+ ४2--/:६० जहाँ 698, >न्अक्ष हैं। 


# का मध्य विख्दु (0,0) तया #ए8 की लम्बाई 24 है । 
28+ 24) --४* 84., >च्च्ड 42, 252+ 3>च्नर्े 
अ0प-7े व 208० शी + २७०४० ३३५०० 
( -३3,0) (0,3) 

प्रदनावली 2 (9) प्रष्ठ [4-42] 
(8) 2. (8) 3. (0) 4. (0) 
(8) 6. 82 + 62525 

प्रशनावली 3 (9) पृष्ठ [52-54] 


* 0) #न्त4 (8) #+ 7550 


अज्ज3). ४४5०-4१; 52--2४50 


 #४++३-३॥ 32 52 


6) >«5४+ 2-- (8) #+ /३४+ 550... (॥) 3<-4#< 24 
(6) /3 >कड>0 (6) २४३ #>#ूच्त0 

0) ३०/3; 507 (8) -ह ४४ 7(॥) 

) >चड उखता+ह &) ४--45८50 
0-७+जेहचा ) स्क्रतजता 


कक) >> -+2.-] 6४ --+-+७0 


व] [ उत्तर माला 
9, £४+9#८5 80, 5+- 2४7८-७5 
2 _]- 2 -..]  42. 8४-99-4250 

87: व्यू बुत 3 हा 5 * ४ 

हर ] 4 
43. 5%--39-4-305--0 4. हे हे म्ल्ठ 

25 

47. >+9#55३3०/2 8. रा 


है क 


0. 
३. 


प्रइनावली 3 (9) पृष्ठ [05-07] 


0) जा चाय (->) 9) »#य्न पा (4) 


(कम) --%/3; 45? 








_7_ "55 | कट ? विज 9) *. 49 
था ( 3 />ठ4ः 
0 -2-3 -60% रे ! 
0) ठ'एः (0) ता स्का (-+) 
5 ._/5 5 ! 
४३ (५* ६) कर्ता 
32% 8५75 077 के ब्लड शत्न- 5 
कट, हर । 2 

3 हा ३00, 8. 5 6 
0 छा. 0) ७0) -6 (४) खफा 
6) 39+4#&550.. (8) ४+3चचा.. (0) >--++!550* 
0) दर -फुचचा 0) २(१-20)- 0/5६८- २०४--४* 
ता) ४ तल +9 बम न््ध ण्ण्डजि > 


उत्तरमाला ] [5 


72. 


5] 


44. 


35. 
१7. 
48. 
49. 
20, 


( ) ४- 2)'-- 3, कक घ+)+ [-50 

(॥) अ(0#-०)--)(०/-०) ७०० 

(०-4))-2([४- ८)२१८ - ०० 

और /#- ०) -- ४(०- 4) 55४4 - ०८० 

() 2/-32७0; 55+43$50, ६+3)'- | ॥ 55०0 

(#]) *--22-3550; 39-25+4550; 3>-5+ ३3७5० 
उच्च4 6, 20०) - 28/५-८०४ -- ०/७* 


2 “४5557 0 
४ अक्ष से 45" अथवा 75९ बनाने वाली रेसा 
>> >ब्न; 3९/2 


>“--अक्ष के साथ 457 का कोए बनाने वाठी 


प्रभ्नावली 3 (९) पृष्ठ [ 68-70 | 
(8) 2 (०0) 3.(0) 4 (५) 
(8) 6. (20 7 (0 8 (8) 
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